
 Chapter亚 正则系综

Intro 实际世界确定的能是or范围下的统十分少见常见的只拉制量重新挚容皐香雝
这种系统了u通过与大热库互相接触实现可以有两种看待方法name 䲜㝈然𦹮㸑䲜诞上

1 系统与大热库形成一个新系统 而这个系统的与你构成做正刘子浮
2 位系统与你内的其他系统构成大热库 这样的尔约称为正则与行 其中系统定观不由INUT确云
并且均术Pr即系统处于纪是Er的一个任文观忌的概率

I 系统与大热库的平衏

注的此时了u将热库 系统看为一个做正峙i学平心 那么有手概4分布 Prα品德
EntEn E En为扭库化是 E En 因此实际上有热库湿度近似不交1热库本身也3比看成

微玔子的中的一个 允 那有 口
总i 篮 篮器 籪

0 iiiiiimnn mn
则有riEr α ē

尸器EdEr 记 shr

Prα e βE 即为Pr的关系式 其中Erecotn
Constant

归一化后有Pr E Er 术和需的方并并不同

2 正则系综里的一个系统 为什么有确之纪兰的8统1点及之相月

考虑了6互相交换能是的全同系统构成的gig 满上 niěiiinièn iii
上子统的数目

以Snr表示一种了红的能量分配方式 Wisnn3 _吉品 为一个Inn了对应的系1乐里子统于能分布

的总数 侅与你满足类似于一个做正则系你内系统同样的于概率原理这些分布手概千出现䪡笆中
8统E分市决之

那之位 nn了出现摡于正比于WESnn3了 用nt了代表使WIInn3了最大的最摡然分布采合

用 nr 咒器㗊 表示Snr了中新nr对所有分布禾合的均值并有在 t 心时 nt cnn
原因主要在于在 t 口时最摡上分布彩对应公布的好远大于其余 并且根据㜽

慐蠹嵓籰葬器于纛
二

点
α最概然的Snt
lnW hit - Elncnn1 实际上在 t 一时所有nr 口 因此在Stirling近化下

lnw tlnt Enrlnnr 1利用了Ehr r

接看 8lnw illnnrt I 8hr 若有极值那么4要为8mW0 且位报佂里之报大
考虑的未条件 Enr t EErnn E 利用Largrange乐子使 8hr交为任么的

if α lnnrt I 一 βEr Snro 亦卬 ni eβEr 1
一α

利用归一化条件 inr t 与 EErnr Σ了获们 α β的伍

仍行㓚 成α éBE 垡 f



实际上张迎过长二音器器 结合热力学与力学例 β二kist 与 1结米一改确有等二R

β 平均值方法
引入一个新的1之出Wisnn3 ti吉Y 是各wi与9hr3n画好

ㄇ r U wEsnr了了 术和反对满上IS末的 Snr3进行 ㄩ i
在之所有的Wi I后 Pit U 怜代表了微观状不么好

那人根据 nn Σ咒器方 nn wr当㗊 Auw 2

实际上根据 ǔIsnr3 Cn w 1Cinw 倘苦对所有人Enitsinr3术和 那人有为 EWi t

但现在额外加上了 EErhr t U s限制因此假纹Er存在叔小年无工并做纹主_意第I 于
右Ei E 1 的州沉

那么AUGS所有了记取位为从0 的 那么张构辽

Gcr z Mr U ZtU iiǔisnn3 wizEi wizEi Ifcz7h

抄下来有 Pit U为 Gcr z展开式中 ztU的子妓可比用留好久理什开

ncr u ziif 是器 部子9自邀发能合原上最好拉制在512收纹国内
-首先考虑被积函奴性后在Z 0时 竺器 竺至上异 而 r E t U 即使Eo0 印起于心

而在Z 时当达到 fZ 的收改半位时 必有又起于口 因此在lz1个的方的上山有一个报小口人不奶纪之轴上为九

令 烈点二ucxuitivcxgs sixy Tgitui 那人有在之轴上Scx0 Kx0 122Vcx0 0

Ucx0有一个报小仁之xo 再根据原正妓在1210处纤折有 袈1cx 二哥cx 0 哥kx 我1x 0

那人有scxgl在Cxo0处一阶导为定再由U儿解折了约了子二0 在非斥之处 在x 0处器二 270

蟊器嚚品思啙發近在新
的一个鞍之

-并且共取1Z1 Xo的围追进行积分在 t I时 fiz中各项会由于相位相消因此scxgl快过
-仅在ArgZ 0处互相加强 因此在N 2日整个回饴积父了仅在铵上附近进行 压的回子为1 T EC
首先术出Xo是取9Z t hI想前 hfcz - 1Utt hz in 炎㣻一TUtil to
考会以 r 1 U x我吢二点器 在ㄩ hnstsrtsn Xo511无人
进一步有 g x 等怂 一器ㄩ gcz在 a 1处的TaylorExpansion了民为

gcz glzoto 三g z czz it gcxit之g x zz 2 - 由于积分围迈在x处isZ轴同a

guy火器 e 9 仅在早女上附近积分可扩展上下限王扣

PcrUnni想出fin e 9 dyxi Uzngian茹岱
InPcr U tlnfixo Uhx - hxo Im 2kgcx 在N上10时了咚工最后两以

注G在InP中 X 对Wr有作数并且在fix中里式地出现了con



wr想 wrrigiinttix ir _ui 器了二 r Iǎiiiin 1喜器器 一岩 wr器了
不奶令Xo三éβ 服 wr器 riǒǐi器

ㄊㄧㄠ EEneβEwn

由此有 cnn ref 器 与最一概上口穴主一改亩智ㄈㄧㄠ噐高管和民笁曟 上 βiwnlwieβ一改
代入W 1h有 U i Ef EErPr 也正是子的平均不过这根据Cnn之义也成2

最后什并Cnn的涨落亦即 0m
² nù - m 2

nn Einüǎni方的 二inlor录的Plw工 并利用 Cnn flwr录 lwn

Enn nn _ nn 2 lwr录2hPlwz 代入 wr 结果有

oni二rwr录 ǎǎē在 一惩品 tu ur

根据U 戀器 器 咒管 鼠品的 代入什年了的

器 cnns tIHdEli品 在 r on起于定 这也上台 m nt的原因

3 正则系的中各统什是的物理意义

从正则分布 Pr二ㄍㄟ 二点 一 出发 β由方程U 器 二一录In 9eβ可以
由于S只NEV 的牛了性a㚫 A U TS是 CTUN 系统的特性正好

则有 U A TS A T羿vw P Inn
与U满上的人的几较们㓚正则与你热力学的统计取子印

β kist A kBTln EēBE Σ䦻上这上kB为仃久市妓但之后可们为kB
引入配分函数 QvVT Eéβ

E 其中对V5N的派拉体现在Er本征上上

3K用ACNVT导出其与热学点如Cu毕nv T器nviG AtPVA VOhTN院v tn V

Ex N v itV vi A
dAi PdVtudNT 保持弞发兰均不交软分有 A 癸hi xVt癸 vixN

P -癸hi kīiēiÉ - 卡Pr 那人有在NT不文的

Pdv - ΣPrdEr 代表体积功兴保打扛开4Pr不文凢级文化所给出的纪是

S -羿nv kBEhle阿 - FE器
以
_kBieiE EEēBEhlEe可一 βnērEn

_kissPrFnliéβEi βEn kB导PrlnPr 即 S -右导PrlnPr

这表明子统的焰完全由系统处于不同了及动力学心的摡年Pr决之
在TOK时系统处于其么苦非公开用队仅有一个Pr I S 0 纪斯㓞之件

即考点热力学与1齐什取8时 热三 熵为空与理志统什有庁同时出现

且 S kBEPrhPr也运用于做正上1子你这里Pr理解为不凡做观心的出现摡干



PrÉ 那2 5 kBEth½ kishR 一致
4 配分函数的另一种表达式

当能收Ei存在简并时于lets配分函㚫纪作 Qr VT Egiéβ
E

gi为方异度 Pi Q gieBE为处于Eiicag
由于Ei的基本单位 任何实际纪兰问陌因此了BE近化看作连经文是

那人术和交为积分 PCEdExgcE éβEdE pcE giiěiiit iàiǎǐiiigiÈiβEdE
由E决之的物理之fE尔的平均期望为 f fHEPCEdE
住Gu Q β QucVT恰为9E IsLoplace交十人 Qβ二9E 那么可以在已知Q1β口迎过反泛们川gIE

gCE zàifQcpseβZdβ
5 经典子你

分布概率在经典怕以下了K用相定问语言描述 ecq 只在cqp附近的系统出现概年的一个自然兰复
用死 q 在不同的h 的区域内代民Ei 条仉面上的个数恰代长了的并及

由此有自之对应为ecqnp x e β死 亦印ecqpi fi qnpepecqp
并且有毙二0 亦印有确代衣了平衍云子统 象贸是然

一然 想器然 器品器
加上若考虑到N个粒子的全同性那人有w 二N xh3N 因为9EdE为二方红面球去占体积 w 则有

QNCUT wofrndwepe vixhsnfrndwēβ死

接下来考的一个N粒子 体9上为V 1点受为T 牡qp Ě㖯 的天相互作用余门粒子形成n经典付f

QncvT vixhsnfcn ēβ in dw ǎ品 x fipdpēβ器了 i fkmakin
由QNCUTT i 卡312在mkn万ˇ A kBThen kBTNfhIE器ni312 -1
注G门与用做正上181子推导出的A完全一改热力学报限下不同统计给出相同结果

ju找下未由A报导其与热力学是心器ˇ i 扣Thii 1点言啊
这晶言凳言ㄔㄥi䈲一帝́Bnn希兰S -挚h v Nhis mI气12想了门 三

实际上对于无相互作用䉺子的配分出好有QncvT i IQCUT aCUT为年粒子记分的奴

从ΣNNE出发有gcE 器 i 卡Ni 器E3N2
-1

代入行UncVT f 9EéβEdE β3h12 X12-m3 i i If kimki 门 与上d一改
另外也3K从单粒子nacE 管世zmerā出发 什开Q VT 再利用ON与Q只8竹扣攻
员的利用反1么从Qvcβ1什并9E ǐǐ 2m 3

2

ziifiis 吉磊dβ Vǎ器3 xEIN1xlpciii一设
在计并Qn1β1车文解而从第一性万玫升9E较多马门可近过Qvcβ1快迷得91E

6正则系你中的能是涨落与做正刘子你的对应关系



在N is时 丘际上正则81字里的分布 微正上子的的分布COE 0 EsU

U E EPrEr EEEǕ 器
瓦
9 㠭 Ee

E 2- E _oÈ
OÉ kBT2哿 v v kBTCu 使Er保打不同相当于NV不交1

那人 器 To N 由于U与a均为强度是 因此在N v0时系的中仅有Er U的

-微观正对应系统分布很多 这与相应微正到子约十分相化
进一步的了五寸女考虑PCE α 9EePE PE正w于随E个而的éβ

E
与阯E 的TngE

张预计存在一个报位并且万方为报大位 录 9E ēβ
E 0 on 2能E β

月时有半个行不时 㖙hvlEU kBβ SnkBlng cg癸 由此了仢

-PCE在E U时取你报大位或作报大值点在N的的渐近为U
一若的PCEI在EU附近展开 PCEFQiivis éβEgE
hn eβEgct putScp⅓ I 之器hieBEgiEnlEUCEU2 EβUt看了 zkniu EUit

PCE Qidvii e β é真毕 由do PE渐近于一个十912为U 方差为UFā的Gausss
一若利用对10文兰E儿 那人均任为I 方差 0 N了 o 亦即在N on PCEI 78CEU

用替扛后的PCE计开Qnvii有 Qncvtl fgcE ēβEdE éβ T spā无

A kBThanvii UTS ikBThlzkispcua 最后一以uhN 可Ges为N 同a有在 on A UTS

在这上 A只由正山小185热力学取个导出而S只从做正上1子你与土力子反的导出在N 的扛力子极限下获们了自治的热力学关系

7 两个定理 均分和位力

回忆是子中的推导 利用IR户死了 而在此 什并 ni子 在正到的你下

ni器 f 装é ⅔ 对么子的7分部积分 上下限有两种了h
一种是 7为坐标那人一做边并对应我二十口 昙壁 一种久yj为动是边并即为nj二土的也对长牝二心

由此分部牧分1s边界以为定 in iéβ4h i 器e β dnj d n sij i f e i d y
111以Cni2 7二Sijk3T 且不佷于人于死的形式仅而边长处牡二心即可
对于洪文正则方程的䉺子有 pi子 piqiskisT Cqi¾ cqipisnkrsT 对所有粒子术和

EjiOi Epiqi 3NkT ci9is - Eqipi 3NkT

在许多怕沉下牡为坐标二以齐1久卫好那人正则交技后有ye 9APitGBjQi
且有手Pj子 Qi 2死 由此有 死 之fk3T 其中f为AjBj个数和
亦即系统的每个作振以责献之kT的纪兰均值 饥均分之理

例如对N个年粒子体积 e 二3NkBT 每个粒子有动能与势能6个仿振飞



Tip在是子怕形下若立kBT其心饥那人会出现纪级东结怕形因此对T 着才有的均分之理水
注G川 qipi qiFi 引入位力W 只系纸中各粒子坐标与作用于其上力点积的总和的斯是

用队有 N Σ qiFu -3Nk可 对N个年原子数子付
由于这为开相互作用粒子因此唯一的力来自兴壁的作用 W i Fi pfi dà
这里用到N 的时对吕定的在弞即为䉺子交力反的面积平均的主里有
w pfidà Pf Dide - 3PV 代入2二3NkBT PV NkT 即为状方

在此有新年所有能呈均为动能 K 牡 之NkBT则有 2二 -2k 即为位力穴理

若应用于存在䉺子问相互作用的8长可队己 -3PU 忌 Fi ri -3NkBT

品品 1 3Nknt Élriri 1- 3Nkii 忌兕门 rij 在文的心把3扒成维好啊
此印位力物在方程 它也gu用关职山娗了 为两体势相互作用

8谐振子系统

名年第7个互相狄之的价振子构成系统 与之相关的有个子的侪什力子兰体石们与卢子的价什力子品格振动
先写出年粒子的配分至好 Hca 之mw2q2tip2 clcβ ifiǒiptiǒdqéβ头 βhw

并假设这点振子了分辨 Qniβ IQIM βnut IĀ因在于对片了是子后以振子对应化级了分分币在讥及上的户六子不了ㄉ1
A kThQu NkTh1βhw u 器v tk Th βhw P _h 0 5 -哿 v kNEh荒十门
U AtTSNkT CpCu哿w柒ur二kN 业中ㄩ代表了每个扼子二自由度田dEh为U e NkT

再由9E二Quβ gcE EhwivpinsOCEJ nu用S khgcEIÉǛ㗽器器法器 1 杧驻 一改

β是子情形
此时能作只非方并的六万文柏形 En二ntishw

Q is 忌 é 9 βnw caβ ionβ门 器
A kther二 NI shwtkthlreph1 u 气 P o

s -器ˇ kNIŪ以1 - hltē
YiuEit点_点燕 Tip有豆纪吋辰子个子为schòdinger振子CpCv 哿p 柒v kNβhwiieffdyp

于 点出khw为单位的 U随T文化的图像 hthu 无兰之以的报子称为Plank扤子

_ 这表明在量子的非连泛化是取位下不满足纪均分之理

Qvcβ 89En é or写成与人的形式QN1β 1 giE éβEdE 则有gcEFEfcEEnsgcn

对Qniβ作Tlor展开 Qvcβ Ě e phnciiR ie β不R ciipie β5
WER 127

GCE 品Cii 8E hwcRtNm 由于业有N个报子不奶记En Ětnshw那人有9En Cnn_



亦即为N个不了分辨的粒子分 int三hw的纪是 or 几个全门球分到N个点子中

则有方江敏为Cnn二Cniv 与其上-及
S khgcu kIIRtNizhcRtN11 -peND RhRtR CNnhcn1 N17 kIRtnhckeNI RhRNhnNJIRRU
Ru由 广 㘳lmnu来砶之 Ru ihty S kr ǎ hěnn _́i eiainhnenin nhr
S hNIPnny hcl eβ方 与之可门到b k U E Ruihw Nxi之hw大了也一改

在经典报限下 N I且R Nin in 此灯有 S kNEm是 17 U Rhw R

S kNEhfw 17 kNIh器 17 U上NkT 与纪典扣沉一攻

9 111之磁性的统计理论

研究 N个且有相同石立䋌 i CS砬佰报子构成的8统在外场À下无扣互作用可分瓣自由取的

于K预科到砬化程度由 来是度 ye iuiÀ
经典怕沉

ye nuHĚasOi 在这里 广义坐打为 0 能是里开动红2单粒子的Q1β SdrēβH 0β葫sinkEnH
由于䉺子小流云相互9用 Qvcβ7 lie1β门 ㄒsinhimHˇ A kThan kTN InI型 βH

Mz Mns0 E11-H Mz - E NHU in I INv mathButt -βT
orfuzzinLIPuHI Lexwthx一女为㳉之万函数 而βMt 器小合为势纪与热动亿比
考点报限情沉 ①石立场H很弪or T很低门 x I Lexn I 则有Mz M

②硁场H很35or T很合口 x I Lcx 3 ci 0cx5
而在台1是35石之下的最低阶近化1StMz MxU

2日

因此N𥐯伤报子子统在高1点下的午温磁化年为 九十二能以 当简不二 3器 f 居里文伴
β是子情况
实际上 Mz与Lz成正比 利用朗仏因子纪ME 9C Jz 用队量子力学中根据角动点的量子化
偶报子所处的正由 1TMS标记 若于为E与5的耥合那人有Mz 9MBM ms 为Bhr砬子

g 3 𦭑前十 为丁有之的子定内内的到么g因子 为电子原子的9因子

在3了场下 牡zenon115久做扰因此仅家什并对角灭即了 ytzenan对方方于民为一HX9M3M 在丁业之子之门内对的

因此在一个丁纶久之问内 S砬仙报子 Q β Tfeβ9MBHM éβ9m³HICdi品YB
H 2了

uz Nit 0 β学β
古ma INv 9M3 1J十三wthITti β9MBlt - Íathβgnlt2 7

ornRMz7J 9MBJBscxlx pgm3HJ Bscxs 1tzfwthIItzix - iath寺门 为丁阶布里渊巴㚫

①弞砬低温怕沉此时对 T li品BJX I 412不 9MBJ 对应𥐯邻和下的M T叔大



②弱场方没有沉 此时 x 0 B X 31 j x o x 因此在一阶近仙下有

suz 921叶州T fi 当背 二千 CF NgMB TL丁1 3k 3in 仍1点久片是久件
其中m² T丁DM392 引申为升的 inBg予在丁砧之子之门内m²的本征伍 随了文化之际上n 一五对方

考点随丁多化门口怕沉①若有丁的 9 0 MingJ const那人生只有

筘U MLCX 亦即退α为经典怕形 这实际上对应取自种好 的的怕沉

②若有丁二之 那人仅着高发的M垃 此时有且有LE整丁从ILS儿Lts由此LoS之 g 2

Mz生 1113Bicx MBtanhcx uBtanhiβMBH 对应报的兰子化二亿级fin

对X 1 低1三弪砬右Uz之 MB 而X I 方位3s万立有snz 2 M3βH kniHT GE𤉷
10磁性系统的热力学负温度
- 不奶考虑N个 FI的硁伤报子系统用队有
Qniβ eβMBHteBuBltIN 2asheβE 7 4CEMBH

A kThenβ kNThizashpe了 S -
r v kNfh2ash1βΣ - βEtonhcβE

_U AtTS NEtanheβE MENcnz NxftonhiβE 有U MzH C H kupcisechis
在Tson S 0 Us NEc全沿点向1 Mz 背 Nu C 0 由于癿没锁之

在T sn 交的穴全随机 S kvm2 1台并发为2 U o 全随on Mz0 C 0 纪是随T文化不文

Especially C在果T处有报大位 若纪Δ 2E到有 Cv kNiβΔ 1器 2 这扞的比热㞰称为肖牛了基异市
实际上对基的附近有一个红际 而其他的级高仢很远口子济之出现这扦口山年 叫做纪级问陌
以上仅考虑正1点度实际上 这对发布层反转亦印有U 0 β20

对于能是无上限口8统 β0意味看E 心的布居好会很大而这样的系统点不现之的

但若尔统S纪是存在上限例如这个二的1及系统那么可以有合理门点温度系统

例如考虑S5U的关系 β二咒 由止弘看出β正之

在UECNEcoM S 从0 krh2 dusnβso 且在Uon有 β o orTho to TIU_ 0

在UEcove n S 从hvma o β o 在ㄩ0的有β Thot is The1 0
-了久在U0区域下方有To 这相应于与外加石在场方的相反的石头化

可le由晶体松䋌系统出现 柆自放相互作用弛弥为七 松的放5品格相互作用弛豫为tz 且有ㄊ tz

在已用弓之石兴场石 化后将磁场在远小于ㄊ口时同内反的此时有㭃自放子子统平均化是 0在去过后

未众的之子子统㣿达立温度去 在tz时间内 品格子系统有正止度亢是以的放7子统 品挌子8th
-进而仩品挌子子chT 的之子会也回到正1点a 负温方于正1是 otctiocuco



- 实际上仅当8作后生存在上限时才之有点温度 而正1上级要术纪是有下限一般都借这

役想一个能是有上限且NET 上限的系统 那之有 EnnAx 埿 akT
由此有 Qniβ EēβE E 1-βEntiβEn 应会给出 βno时的近化性反

不奶纪 Ein gē 去En gE 则有Qncβ Igll一βāt Í β2E7
则 A kTheniβ -βN hg t hctβāt当β2E βNilngβĒt之βT E2 保方 βΣ二阶

fhngtNE Ǐ β EEP
SCNβ -子nv t kNhg一些β21EE2 UCNβ AtTS NE - Nβ IEER CCNpl 飛 kβ iii is

而上式之际上对β在0附近不16正人均成立 可K看到 S在弦处随 β报大 U则久随β的七
因此去接ㄩ 两台 在U NE处 S有一个关于U的报大值 报大小4为太Nhg

_报大位点代表了能是忴取所有能级平均x粒子好对应状不奴性为 9N 而几热不伦如何均正

对于β β n 8th批触 化兰之从 To 的转的王Tso直至β二β2 随纪是增加的β图5T回为一

营 品 i 3i 晨登器⅔赟 在这个公义下立是方于正温-


