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曾偲 北京大学

最后更新于 2023年 6月 5日

课程信息：文史楼108,每周二晚18:40 – 20:30.

课程安排：

1. 第n(n ≥ 3)周习题课收第n − 1周周二、第n − 2周周四所留作业,反馈第n − 1周习题课所交作业（我

自己也理不清楚, 见后文表格）；接受习题课前上交纸质版作业/电子版作业, 电子版作业用邮件发

到邮箱zengcai@pku.edu.cn, 请不要上交手写拍照的“假电子版”；作业按完成度判定成绩, 所有

得分去掉最低分后取平均值为最终得分.

2. 习题课教学内容主要为高等数学A（二）课程内容相关的习题,在习题讲解之外也将对偏微分方程

以及少量其它拓展内容进行介绍.

有用的工具：LATEX(编辑数学文章), Mathematica(辅助计算等), Geogebra(辅助作图).

有用的网站：Overleaf(在线编辑LATEX), Mathematics Stack Exchange(数学问答论坛), arXiv(查找前沿已

发表论文或预印本), nLab(范畴论风格的数学百科).

符号约定：

(a) Q: 有理数域;N(+): (正)自然数集; Z: 整数环; R: 实数域; C: 复数域.

(b) pt: 单点集; Sn: n维单位球面;Dn: n维单位闭球; Bn: n维单位开球.

(c) id: 恒同映射; inc: 包含映射; pr: 投影映射.

(d) const: 常值.

前言：

本讲义为北京大学2023年春高等数学A（二）习题课所用讲义,各章内容待定.

关于学习本讲义,以“[∗]”标注的内容不在课程要求的范围内,无需掌握；补充习题有助于学习本

课程,但同样不要求掌握.
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高等数学A（二）

*作业上交日期与内容1：

上交日期 作业内容

第3周3月7日

习题7.1: 3, 4;

习题7.2: 2.(2)(3), 5, 8, 12, 14, 17, 21, 24, 26;

习题7.3: 4, 6, 8, 14, 16, 19, 21.

第4周3月14日

习题7.4: 2, 3, 7, 9;

习题8.1: 4, 5, 6;

习题8.2: 3, 4, 8, 10.

第5周3月21日 习题8.3: 1.(2)(4), 2.(2), 4.(1), 7, 8, 11.

第6周3月28日

习题8.4: 1, 3, 6;

习题8.5: 1, 4, 5, 10;

习题8.6: 1, 4, 7, 10, 12, 13.

第7周4月4日
习题9.1: 2.(1)(5), 3.(4), 5(2);

习题9.2: 1.(2)(5)(8), 3.(4), 4.(1), 5.(4), 13.(2)(3), 14.(4)(8), 15.(5), 16.(2)(4).

第8周4月11日

习题9.3: 4, 5;

习题9.4: 2, 5;

习题9.5: 1.(2)(3), 2.

第9周4月18日

习题9.5: 3.(6)(7), 4.(5);

习题9.6: 1, 3, 5, 6;

习题9.7: 1.(2), 2.(3).

第10周4月25日
习题10.1: 1.(2)(3), 3.(2)(7), 5;

习题10.2: 1.(1)(4)(6), 2.(5)(8)(9)(11), 4, 6.

第12周5月9日
习题10.3: 1.(3)(6)(10), 2, 3, 7;

习题10.4: 2.(4)(5).

第13周5月16日
习题10.4: 1.(1)(2), 3.(2)(5)(6), 5, 6;

习题10.5: 2.(4)(7)(10), 3.(2)(4)(5).

第14周5月23日
习题10.6: 1.(2)(9), 2.(2), 3;

习题11.1: 1.(3)(8)(10)(12)(13), 3.(6)(9), 4.(1).

第15周5月30日
习题11.2: 1.(1), 2.(2), 3.(1);

习题11.3: 1.(1)(3)(4), 2.(3)(5), 3.

1此处作业题号所指均为教材[5]《高等数学（第二版）》（李忠,周建莹）中习题,除非另有说明.
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高等数学A（二） 1 重积分

1 重积分

1.1 重积分计算技术

习习习题题题 1.1.1. 利用积分换序计算以下累次积分：

1.
∫ 1

0
dy

∫ √
y

y

sin x
x

dx.

2.
∫ 1

0
dy

∫ y

1

(
e−x2
+ ex sin x

)
dx.

Solution. 1. 作积分换序得到∫ 1

0
dy

∫ √
y

y

sin x
x

dx =
∫ 1

0
dx

∫ x

x2

sin x
x

dy =
∫ 1

0
(sin x − x sin x) dx = 1 − sin 1,

即原式= 1 − sin 1.

2. 作积分换序得到∫ 1

0
dy

∫ y

1

(
e−x2
+ ex sin x

)
dx = −

∫ 1

0
dx

∫ x

0

(
e−x2
+ ex sin x

)
dy

= −

∫ 1

0

(
xe−x2

+ xex sin x
)

dx

=
1
2e
−

e sin 1
2

,

即原式=
1
2e
−

e sin 1
2

. □

习习习题题题 1.1.2. 作极坐标变换,将重积分
"

D
f
(√

x2 + y2
)

dσ化为以径向距离为积分变量的（一元）定积分,

其中函数 f : R→ R在R上内闭可积,积分区域D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ x ≤ 1}.

Solution. 作变换

 x = r cosθ,

y = r sinθ,
则
∂(x, y)
∂(r, θ)

= r,由此

"
D

f
(√

x2 + y2
)

dσ =
∫ π

4

0
dθ

∫ 1
cosθ

0
r f (r)dr

=

∫ 1

0
r f (r)dr

∫ π
4

0
dθ +

∫ √
2

1
r f (r)dr

∫ π
4

arccos 1
r

dθ

=
π
4

∫ √
2

0
r f (r)dr −

∫ √
2

1
r f (r) arccos

1
r

dr,

即得所求. □

补补补充充充习习习题题题 1.1. 对如下累次积分作直角坐标变换：
∫ π

2

0
dθ

∫ √
3

1
dr

∫ √

4−r2

1
r3z2 sinθ cosθdz.

1



高等数学A（二） 1 重积分

习习习题题题 1.1.3. 设D ⊂ R3为曲线γ :

 x2 + z2 = x

y =
√

x2 + z2
绕z轴旋转一周所得曲面围成的区域,计算重积分

$
D

√
x2 + y2 + z2dν.

Solution. 记曲线γ旋转得到曲面S,设其上一点(x0, y0, z0)由曲线γ上一点(x1, y1, z1)旋转得到,也即

x2
0 + y2

0 = x2
1 + y2

1, z0 = z1

与γ的方程联立消去x1, y1, z1,得到

(x2
0 + y2

0 + z2
0 − 1)2 = 1 − 4z2

0

因此S的方程为(x2 + y2 + z2
− 1)2 = 1 − 4z2,作球坐标变换


x = r sinφ cosθ,

y = r sinφ sinθ,

z = r cosφ,

∂(x, y, z)
∂(r, φ, θ)

= r2 sinφ,此时

整理得S的方程为r2 = 2 − 4 cos2 φ,于是$
D

√
x2 + y2 + z2dν =

∫ 2π

0
dθ

∫ 3π
4

π
4

sinφdφ
∫ √2−4 cos2 φ

0
r3dr

=
π
2

∫ 3π
4

π
4

(2 − 4 cos2 φ)2 sinφdφ

=
16
√

2π
15

.

即原式=
16
√

2π
15

. □

习习习题题题 1.1.4. 设D ⊂ R2为直线l : x + y = 1与两坐标轴围成的区域,计算重积分"
D

√
xy

x + y
dσ

Solution. 作变换

 x = r cos2 θ,

y = r sin2 θ,
则
∂(x, y)
∂(r, θ)

= 2r cosθ sinθ,从而

"
D

√
xy

x + y
dσ =

∫ π
2

0
cos2 θ sin2 θdθ

∫ 1

0
2r

3
2 dr =

π
20
,

即原式=
π
20

. □

补补补充充充习习习题题题 1.2. 设D ⊂ R2为曲线γ :
√

x +
√

y = 1与两坐标轴围成的区域,计算重积分"
D

(√
x +
√

y
)

dσ.

[Hint]作变换

 x = r cos4 θ,

y = r sin4 θ
即可. 答案为

2
15

.

2



高等数学A（二） 1 重积分

习习习题题题 1.1.5. 设D = {(x, y, z) ∈ R3 : x, y, z ≥ 0, x + y + z ≤ 1}, 0 < c < 3为常数,计算重积分$
D

dν
(x + y + z)c .

Solution. 作变换


x = u(1 − v),

y = uv(1 − w),

z = uvw,

则
∂(x, y, z)
∂(u, v,w)

= u2v,从而

$
D

dν
(x + y + z)c =

∫ 1

0
dw

∫ 1

0
u2−cdu

∫ 1

0
vdv =

1
2(3 − c)

,

即原式=
1

2(3 − c)
. □

习习习题题题 1.1.6. 设D ⊂ R2为曲线γ11 : x2
− y2 = 1, γ12 : x2

− y2 = 9, γ21 : xy = 2, γ22 : xy = 4围成的有限区域,

计算重积分 "
D

(x2 + y2)dσ.

[Hint]作代换

 u = x2
− y2,

v = 2xy
即可,结果为8.

习习习题题题 1.1.7. 设a, b, c ∈ R为常数, r =
√

a2 + b2 + c2,函数 f ∈ C[−r, r],证明：$
D3

f (ax + by + cz)dν = π
∫ 1

−1
(1 − ζ2) f (rζ)dζ.

Proof. 作第一类正交变换(x, y, z) 7→ (ξ, η, ζ),使得ζ =
1
r

(ax + by + cz),则有$
D3

f (ax + by + cz)dν =
$

D3

f (rζ)dν

=

∫ 1

−1
f (rζ)dζ

"
ξ2+η2≤1−ζ2

dσξη

= π

∫ 1

−1
(1 − ζ2) f (rζ)dζ,

即命题成立. □

习习习题题题 1.1.8. 设A ∈M3(R)为正定矩阵,计算R3中椭球体D : xTAx ≤ 1的体积.

Solution. 由A正定,存在C ∈ GL(3,R)使得A = CTC,作代换ξ = Cx,则所求体积

Volume(D) =
$

xTAx≤1
dν =

1
det C

$
ξTξ≤1

dν =
4π

3 det C
,

其中det C =
√

det A,也即所求为
4π

3
√

det A
. □

3



高等数学A（二） 1 重积分

习习习题题题 1.1.9 (Gauss积分). 考虑下列问题：

1. 计算（广义）积分
∫ +∞

−∞

e−
x2

c2 dx,其中c > 0为常数.

2. 证明：
√
π
2

(
1 − e− a2

2

)
<

∫ a

0
e−

x2
2 dx <

√
π
2

(
1 − e−a2),其中a > 0为常数.

Solution. 1. 考虑(∫ +∞

−∞

e−
x2

c2 dx
)2

=

∫
∞

−∞

dy
∫ +∞

−∞

e−
x2+y2

c2 dx =
∫ 2π

0
dθ

∫
∞

0
re−

r2

c2 dr = c2π,

由此即知

∫ +∞

−∞

e−
x2

c2 dx = c
√
π.

2. 对待证式平方,并利用对称性,即需证明

2π
(
1 − e−

a2
2

)
<

"
[−a,a]2

e−
x2+y2

2 dσ < 2π
(
1 − e−a2

)
.

为此,只需注意D2(a) ⫋ [−a, a]2 ⫋ D2(
√

2a),故"
D2(a)

e−
x2+y2

2 dσ ≤
"

[−a,a]2

e−
x2+y2

2 dσ ≤
"
D2(
√

2a)
e−

x2+y2

2 dσ,

利用极坐标变换易知上式即给出前式,进而原命题成立. □

习习习题题题 1.1.10. [∗]设 f ∈ C1[0, 1],证明：∫ π
2

0
dφ

∫ π
2

0
sinφ f (sinφ sinθ)dθ =

π
2

∫ 1

0
f (t)dt.

Proof. 令cos t = sinφ sinθ,则有dθ = −
sin t√

sin2 φ − cos2 t
dt,进而

∫ π
2

0
dφ

∫ π
2

0
sinφ f (sinφ sinθ)dθ =

∫ π
2

0
dφ

∫ π
2

π
2 −φ

sinφ sin t f (cos t)√
sin2 φ − cos2 t

dt

=

∫ π
2

0
sin t f (cos t)dt

∫ π
2

π
2 −t

sinφ√
sin2 φ − cos2 t

dφ

=
π
2

∫ π
2

0
sin t f (cos t)dt =

π
2

∫ 1

0
f (t)dt,

即命题成立. □

补补补充充充习习习题题题 1.3. [∗] [∗]计算累次积分
∫ π

2

0
dφ

∫ π
2

0

ln(2 − sinφ sinθ) sinθ

2 − 2 sinφ sinθ + sin2 φ sin2 θ
dθ.

[Hint]利用习题1.1.10的结果.答案为−
π2 ln 2

16
.
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高等数学A（二） 1 重积分

习习习题题题 1.1.11. [∗]设函数 f : R→ R在u = 0处可导, f (0) = 0,且 f ′(0) = a,计算

lim
t→0+0

1
t5

$
Dt

f (x2 + y2 + z2)dν,

其中积分区域Dt = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2
≤ 2tz}.

Proof. 作球坐标变换


x = r sinφ cosθ,

y = r sinφ sinθ,

z = r cosφ,

∂(x, y, z)
∂(r, φ, θ)

= r2 sinφ,则有

$
D

f (x2 + y2 + z2)dν =
∫ 2π

0
dθ

∫ π
2

0
sinφdφ

∫ 2t cosφ

0
r2 f (r2)dr,

由此可得

lim
t→0+0

1
t5

$
Dt

f (x2 + y2 + z2)dν = lim
t→0+0

2π
∫ π

2

0
sinφdφ

∫ 2t cosφ

0
r2 f (r2)dr

t5

= lim
t→0+0

2π
∫ π

2

0
sinφ(2t cosφ)2 f

(
(2t cosφ)2) 2 cosφdφ

5t4

=
16π

5
lim

t→0+0

∫ π
2

0
cos3 φ sinφ f

(
(2t cosφ)2) dφ

t2 ,

这里由 f (0) = 0及 f ′(0) = a可得,对任意ε > 0,当t充分小时有∣∣∣∣∣∣ f
(
(2t cosφ)2)

(2t cosφ)2 − a

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε ⇒ (a − ε)(2t cosφ)2
≤ f

(
(2t cosφ)2

)
≤ (a + ε)(2t cosφ)2,

将不等关系代入前式计算有

2(a − ε)t2

3
≤

∫ π
2

0
cos3 φ sinφ f

(
(2t cosφ)2

)
dφ ≤

2(a + ε)t2

3

⇒ lim
t→0+0

∫ π
2

0
cos3 φ sinφ f

(
(2t cosφ)2) dφ

t2 =
2a
3
,

于是所求值为
16π

5
·

2a
3
=

32πa
15

. □

习习习题题题 1.1.12. 设 f ∈ C1(D2),计算重积分
"
D2

x f ′y(x, y) − y f ′x(x, y)√
x2 + y2

dσ.

Solution. 作极坐标变换

 x = r cosθ,

y = r sinθ,
则
∂(x, y)
∂(r, θ)

= r,注意 f ′θ = − f ′xr sinθ + f ′yr cosθ,故

"
D2

x f ′y(x, y) − y f ′x(x, y)√
x2 + y2

dσ =
∫ 1

0
dr

∫ 2π

0
f ′θdθ = 0

其中注意显然 f |θ=0 ≡ f |θ=2π. □

5



高等数学A（二） 1 重积分

1.2 重积分相关不等式问题

习习习题题题 1.2.1. 设 f ∈ R[a, b],证明： (∫ b

a
f (x)dx

)2

≤ (b − a)
∫ b

a
f (x)2dx,

且当 f连续时,等号成立当且仅当 f为常值函数.

Proof. 对待证式两端乘2,此时

LHS = 2
∫ b

a
f (x)dx

∫ b

a
f (y)dy =

"
[a,b]2

2 f (x) f (y)dσ,

RHS = (b − a)
∫ b

a
f (x)2dx + (b − a)

∫ b

a
f (y)2dy =

"
[a,b]2

(
f (x)2 + f (y)2

)
dσ,

由此只需证明"
[a,b]2

(
f (x)2 + f (y)2

)
dσ −

"
[a,b]2

2 f (x) f (y)dσ =
"

[a,b]2

( f (x) − f (y))2dσ ≥ 0,

自然成立.

在连续性的条件下,可见等号成立当且仅当 f (x) − f (y) ≡ 0,∀(x, y) ∈ [a, b]2,即 f ≡ const. □

[Remark]注意结论：设 f ∈ C(D), D ⊂ R2（事实上任意维数均成立）,若 f ≥ 0,则有
"

D
f dσ ≥ 0,等号

成立当且仅当 f ≡ 0.

习习习题题题 1.2.2. 设 f ∈ C[0, 1], f (x) ≥ c > 0,∀x ∈ [0, 1]（c为常数）,证明：

1 ≤
∫ 1

0

dx
f (x)

∫ 1

0
f (x)dx ≤

(m +M)2

4mM
,

其中m,M分别为 f在[0, 1]上的最小和最大值.

Proof. 首先有 ∫ 1

0

dx
f (x)

∫ 1

0
f (x)dx =

1
2

"
[0,1]2

(
f (x)
f (y)
+

f (y)
f (x)

)
dσ ≥

"
[0,1]2

dσ = 1,

另一方面,考虑 ∫ 1

0

dx
f (x)

∫ 1

0
f (x)dx =

∫ 1

0

√
mM

f (x)
dx

∫ 1

0

f (x)
√

mM
dx

≤
1
4

[∫ 1

0

( √
mM

f (x)
+

f (x)
√

mM

)
dx

]2

≤
1
4


√

M
m
+

√
m
M

2

=
(m +M)2

4mM
,

即知命题成立. □
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习习习题题题 1.2.3. 设 f ∈ C1[a, b],证明：
∫ b

a
| f (x)|dx ≤ max

{∣∣∣∣∣∣
∫ b

a
f (x)dx

∣∣∣∣∣∣ , (b − a)
∫ b

a
| f ′(t)|dt

}
.

Proof. 若 f在(a, b)上恒正或恒负,自然有
∫ b

a
| f (x)|dx =

∣∣∣∣∣∣
∫ b

a
f (x)dx

∣∣∣∣∣∣.
现设存在c ∈ (a, b),使得 f (c) = 0,则 f (x) =

∫ x

c
f ′(t)dt,此时

∫ b

a
| f (x)|dx =

∫ b

a

∣∣∣∣∣∫ x

c
f ′(t)dt

∣∣∣∣∣ dx ≤
∫ b

a
dx

∫ b

a
| f ′(t)|dt = (b − a)

∫ b

a
| f ′(t)|dt,

也有命题成立. □

习习习题题题 1.2.4. 设 f ∈ C1[a, b], f (a) = 0,证明：∫ b

a
| f (x) f ′(x)|dx ≤

b − a
2

∫ b

a
f ′(t)2dt.

Proof. 由 f (a) = 0可得 f (x) =
∫ x

a
f ′(t)dt,于是

∫ b

a
| f (x) f ′(x)|dx =

∫ b

a

∣∣∣∣∣∫ x

a
f ′(t)dt

∣∣∣∣∣ | f ′(x)|dx

=

∫ b

a

∣∣∣∣∣∫ x

a
f ′(t)dt

∣∣∣∣∣ d (∫ x

a
| f ′(t)|dt

)
≤

∫ b

a

(∫ x

a
| f ′(t)|dt

)
d
(∫ x

a
| f ′(t)|dt

)
=

1
2

(∫ x

a
| f ′(t)|dt

)2 ∣∣∣∣∣∣
b

a

=
1
2

(∫ b

a
| f ′(t)|dt

)2

≤
b − a

2

∫ b

a
f ′(t)2dt,

即命题成立. □

补补补充充充习习习题题题 1.4. 设 f ∈ C1[a, b], f
(

a + b
2

)
= 0,证明：

∫ b

a
| f (x) f ′(x)|dx ≤

b − a
4

∫ b

a
f ′(t)2dt.

[Hint]模仿习题1.2.4,分区间
[
a,

a + b
2

]
与

[
a + b

2
, b

]
进行讨论.

习习习题题题 1.2.5. 设 f ∈ C[0, 1], a ∈ R满足

f (x) = 1 + a
∫ 1

x
f (y) f (y − x)dy,

证明：a ≤
1
2

.
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Proof. 记I =
∫ 1

0
f (x)dx,则由题意可得

I =
∫ 1

0
f (x)dx = 1 + a

∫ 1

0
dx

∫ 1

x
f (y) f (y − x)dy = 1 + a

∫ 1

0
f (y)dy

∫ y

0
f (y − x)dx,

换元t = y − x,则有

前式 = 1 + a
∫ 1

0
f (y)dy

∫ y

0
f (t)dt = 1 + a

∫ 1

0

(∫ y

0
f (t)dt

)
d
(∫ y

0
f (t)dt

)
= 1 +

I2a
2
,

从而a =
2(I − 1)

I2 ≤
1
2
成立（注意由上述结果可见I , 0）. □

习习习题题题 1.2.6. 设 f ∈ C1(D2(R))(R > 0), f |∂D2(R) ≡ 0,证明：∣∣∣∣∣∣
"
D2(R)

f (x)dσ

∣∣∣∣∣∣ ≤ πR3

3
max

x∈D2(R)

∥∥∥∇ f
∥∥∥ .

Proof. 记 max
x∈D2(R)

∥∥∥∇ f
∥∥∥ = M,对任意点x ∈ D2(R), x , 0,从0向x引射线lx交∂D2(R)于点x̃,考虑微分中值

定理可知存在ξ ∈ lx,使得

| f (x)| = | f (x) − f (x̃)| =
∣∣∣∇ f |ξ · (x − x̃)

∣∣∣ ≤ ∥∥∥∇ f |ξ
∥∥∥ ∥x − x̃∥ ≤M(R − ∥x∥),

作极坐标变换,即知∣∣∣∣∣∣
"
D2(R)

f (x)dσ

∣∣∣∣∣∣ ≤
"
D2(R)
| f (x)|dσ ≤

∫ 2π

0
dθ

∫ R

0
M(R − r)rdr =

πR3M
3

,

即命题成立. □

1.3 重积分的应用

习习习题题题 1.3.1. 证明极坐标系中由连续曲线γ : r = r(θ)与射线l1 : θ = α, l2 : θ = β所围区域D的面积

Area(D) =
1
2

∫ β

α

r(θ)2dθ,

由此计算如下区域面积：

1. 曲线γ : (x3 + y3)2 = x2 + y2与两条坐标轴所围区域.

2. 双纽线γ1 : (x2 + y2)2 = 8xy与圆γ2 : (x − 1)2 + (y − 1)2 = 12所围有界区域.

Solution. 按极坐标系下的重积分,计算即有

Area(D) =
∫ β

α

dθ
∫ r(θ)

0
rdr =

1
2

∫ β

α

r(θ)2dθ.

后续具体区域面积计算略去,结果分别为

√
2 ln

(√
2 + 1

)
3

+
π
6
以及

( √
7

2
+ arcsin

√
14
8

)
. □
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习习习题题题 1.3.2. 计算R3中由三个柱面S1 : y2 + z2 = 1, S2 : x2 + z2 = 1, S3 : x2 + y2 = 1所围区域D的体积.

Solution. 注意对称性,并利用柱坐标,即有

Volume(D) = 16
∫ π

4

0
dθ

∫ 1

0
rdr

∫ √

1−r2 sin2 θ

0
dz = 8

√

2 −
16
3
.

即所求区域体积为8
√

2 −
16
3

. □

习习习题题题 1.3.3. 计算R3中密度均匀的单位上半闭球D的重心坐标.

Solution. 不妨设半球密度为1,由对称性可见其重心坐标具有(0, 0, z̄)的形式,其中

z̄ =

#
D

zdν#
D

dν
=

∫ 2π

0
dθ

∫ π
2

0
cosφ sinφdφ

∫ 1

0
r3dr∫ 2π

0
dθ

∫ π
2

0
sinφdφ

∫ 1

0
r2dr

=
3
8

即知重心坐标为
(
0, 0,

3
8

)
. □

习习习题题题 1.3.4. 设D ⊂ R2为摆线段γ :

 x = a(t − sin t),

y = a(1 − cos t),
t ∈ [0, 2π]以及x轴所围区域,其中a > 0为常数, 令

该区域具有均匀面密度1,计算其对x轴的转动惯量.

Solution. 所求转动惯量为"
D

y2dσ =
∫ 2πa

0
dx

∫ y(t(x))

0
y2dx =

1
3

∫ 2πa

0
y(t(x))3dx,

这里由x = a(t − sin t),可得dx = a(1 − cos t)dt,于是

前式 =
1
3

∫ 2π

0
a4(1 − cos t)4dt =

35πa4

12
.

即所求转动惯量为
35πa4

12
. □

习习习题题题 1.3.5 (平行轴定理). [∗]设质量为m的（3维）物体对经过其重心的轴l的转动惯量为I,对与轴l平行且

与其相距d(d > 0)的轴l̃的转动惯量为Ĩ,证明：Ĩ = I +md2.

Proof. 作直角坐标系,使得物体重心为原点,且l为z轴,记l̃过点(x1, y1, 0),另记物体所占区域为D,相应

有密度函数ρ ∈ R(D),则

Ĩ =
$

D
ρ
[
(x − x1)2 + (y − y1)2

]
dν

=

$
D
ρ(x2 + y2)dν + (x2

1 + y2
1)

$
D
ρdν − 2x1

$
D
ρxdν − 2y1

$
D
ρydν

= I +md2
− 2x1mx̄ − 2y1mȳ = I +md2,

其中注意D的重心在原点. □
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补充习题

补补补充充充习习习题题题 1.5. 设D ⊂ R2为有界闭区域, C1同胚变换

 x = x(u, v)

y = y(u, v)
满足Cauchy-Riemann方程

∂x
∂u
=
∂y
∂v
,
∂x
∂v
= −

∂y
∂u
,

并将区域D变换到D̃,证明：
"

D
( f ′2x + f ′2y )dσ =

"
D̃

( f ′2u + f ′2v )dσ.

[Hint]注意
∂(x, y)
∂(u, v)

= x′2u + x′2v = y′2u + y′2v即可. □

补补补充充充习习习题题题 1.6. [∗]计算积分
∫ 1

0

x − 1
ln x

dx.

[Hint]首先注意原积分可写作
∫ 1

0
dx

∫ 1

0
xydy,再做积分换序即可,但需注意说明可积性. 答案为ln 2.

补补补充充充习习习题题题 1.7. 设D ⊂ R2为直线l : x + y = 1与两条坐标轴围成的区域,计算重积分"
D

(x + y) ln
(
1 + y

x

)
√

1 − x − y
dσ.

[Hint]答案为
16
15

.

补补补充充充习习习题题题 1.8. 设D ⊂ R2为双纽线γ : (x2 + y2)2 = a2(x2
− y2)所围区域,其中a > 0为常数,计算重积分"

D
(x2 + y2)dσ.

[Hint]答案为
πa4

8
.

补补补充充充习习习题题题 1.9. 设a, b ∈ R为常数, a2 + b2 , 0,计算（广义）重积分
"
R2

|ax + by|e−
x2+y2

2 dσ.

[Hint]答案为−2
√

2(a2 + b2)π.

补补补充充充习习习题题题 1.10. [∗]计算下列曲线在第一象限所围有界区域面积：

γi :
x2

λi
+

y2

λi − c2 = 1,

其中λi, i = 1, 2, 3, 4依次取
c2

3
,

2c2

3
,

4c2

3
,

5c2

3
, c > 0为常数.

[Hint]模仿习题1.1.6,通过换元将积分区域变为方形区域.答案为
c2(
√

10 − 2)
6

arcsin
1
3

.
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补补补充充充习习习题题题 1.11. [∗]设A ∈M3(R)为正定矩阵,计算重积分$
xTAx≤1

e
√

xTAxdν.

[Hint]对A作正交对角化. 答案为
4π(e − 2)
√

det A
.

补补补充充充习习习题题题 1.12. 计算
d
dt

∣∣∣∣∣
t=1

"
D3(t)

f (x2 + y2 + z2)dν,

其中 f ∈ C(R3),且 f (1) = 1.

[Hint]作球坐标变换即可. 答案为4π.

补补补充充充习习习题题题 1.13. 设 f ∈ C1[a, b], f (a) = 0,证明：∫ b

a
f (x)2dx ≤

1
2

∫ b

a
f ′(x)2

[
(b − a)2

− (x − a)2
]

dx.

[Hint]由 f (a) = 0可得 f (x) =
∫ x

a
f ′(t)dt,利用Cauchy-Schwarz不等式对 f (x)2作放缩后代回待证式.

补补补充充充习习习题题题 1.14. [∗]设R3中闭球D3(R)(R > 0)具有质量M,满足其各点处密度与该点到球心的距离成正比,

计算该球对其直径的转动惯量.

[Hint]答案为
4MR2

9
.

补补补充充充习习习题题题 1.15. [∗]给定（3维）物体,以其重心为原点建立直角坐标系,轴l过原点,且与各坐标轴分别成

夹角α, β, γ,证明：该物体对轴l的转动惯量为

I = Ix cos2 α + Iy cos2 β + Iz cos2 γ − 2Kxy cosα cos β − 2Kyz cos β cosγ − 2Kxz cosα cosγ,

其中Ix, Iy, Iz为物体对各坐标轴的转动惯量,

Kxy =

$
D
ρxydν, Kyz =

$
D
ρyzdν, Kxz =

$
D
ρxzdν

为惯性积,其中D ⊂ R3为物体所占区域, ρ ∈ R(D)为物体密度函数.
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2 曲线与曲面上的积分

2.1 曲线,曲面积分计算技术

习习习题题题 2.1.1. 计算曲线

γ :

 (x − y)2 = a(x + y),

x2
− y2 = 9

8 z2,

在原点与点(x0, y0, z0)间弧长,其中a > 0为常数, x0 > 0.

Solution. 用z表示x + y, x − y,进而表示x, y,得到曲线参数方程有

x =
3
8

3

√
3
a

z
4
3 +

3√9a
4

z
2
3 , y =

3
8

3

√
3
a

z
4
3 −

3√9a
4

z
2
3 ,

其中参数z ∈ (0, z0)或(z0, 0),于是

ds =
∥∥∥∥∥∂γ∂z

∥∥∥∥∥ dz =
√

2
2

 3

√
3
a

z
1
3 + 3

√
a
3

z−
1
3

 dz =
√

2dx,

由此所求弧长为

∫
γ

ds =
∫ x0

0

√

2dx =
√

2x0. □

补补补充充充习习习题题题 2.1. 计算曲线

γ :

 x2 + y2 + z2 = a2,√
x2 + y2 cosh

(
arctan y

x

)
= a,

在点(a, 0, 0)与点(x0, y0, z0)间弧长,其中a > 0为常数.

[Hint]答案为
√

2a arcsin
|z0|

a
.

习习习题题题 2.1.2. 设γ为平面π : x + y + z = 0与球面S2(a)(a > 0)的交线,计算曲线积分∮
γ

x2ds.

Solution. 利用对称性可见
∮
γ

x2ds =
∮
γ

y2ds =
∮
γ

z2ds,于是

∮
γ

x2ds =
1
3

∮
γ

(x2 + y2 + z2)ds =
a2

3
Length(γ) =

2πa3

3
,

即原式=
2πa3

3
. □

习习习题题题 2.1.3. 设S为柱面S1 : x2 + z2 = 2az被锥面S2 : z =
√

x2 + y2所截曲面片,其中a > 0为常数,计算曲面

积分 "
S

zdA.
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Solution. 在S上,由z = a +
√

a2 − x2,作参数化


x = x,

y = y,

z = a +
√

a2 − x2,

于是

 ∂S
∂x =

(
1, 0,− x

√

a2−x2

)
,

∂S
∂y = (0, 1, 0),

⇒ dA =
∥∥∥∥∥∂S
∂x
×
∂S
∂y

∥∥∥∥∥ dσxy =
adσxy
√

a2 − x2
,

这里S在xOy平面上的投影区域prxy(S)的边界为

∂prxy(S) : y2 = 2(a2
− x2) + 2a

√

a2 − x2,

记prxy(S)在第一象限的部分为D,于是由对称性有"
S

zdA = 4
"

D

a2 + a
√

a2 − x2

√

a2 − x2
dσxy =

7
√

2πa3

2
,

即原式=
7
√

2πa3

2
. □

习习习题题题 2.1.4. 设螺旋面片S :


x = u sin v,

y = u cos v,

z = av,

 u ∈ [0, r],

v ∈ [0, 2π],
其中a > 0为常数,计算曲面积分

"
S

z2dA.

Solution. 计算有 ∂S
∂u = (sin v, cos v, 0),
∂S
∂v = (u cos v,−u sin v, a),

⇒ dA =
∥∥∥∥∥∂S
∂u
×
∂S
∂v

∥∥∥∥∥ dσuv =
√

a2 + u2dσuv,

于是 "
S

z2dA =
"

[0,r]×[0,2π]
a2v2
√

a2 + u2dσuv =
4π3a2

3

r
√

r2 + a2 + a2 ln
r +
√

r2 + a2

a

 ,
即原式=

4π3a2

3

r
√

r2 + a2 + a2 ln
r +
√

r2 + a2

a

. □

补补补充充充习习习题题题 2.2. 设椭球面S :
x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1,其中a, b, c > 0为常数,记h为原点到S上各点处切平面的距离

函数,计算曲面积分 	
S

dA
h
.

[Hint]可对S作参数化


x = a sinφ cosθ,

y = b sinφ sinθ,

z = c cosφ.

答案为
4π(a2b2 + b2c2 + c2a2)

3abc
.
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高等数学A（二） 2 曲线与曲面上的积分

习习习题题题 2.1.5 (Pappus定理). 设S为R3中的光滑旋转面, γ为其具有有限长l(l > 0)的母线, 设s为其弧长参数,

由此记ρ(s)为γ上s处到S的旋转轴的距离, ρ̄为γ的重心到旋转轴的距离,证明：S的面积为

Area(S) = 2π
∫ l

0
ρ(s)ds = 2πρ̄l.

Proof. 令旋转面的转轴为z轴,作参数化S :


x = ρ(s) cosθ,

y = ρ(s) sinθ,

z = h(s),

 θ ∈ [0, 2π],

s ∈ [0, l],
计算有

dA =
∥∥∥∥∥∂S
∂θ
×
∂S
∂s

∥∥∥∥∥ dσθs = ρ(s)dσθs,

其中注意由于在γ上取弧长参数,故1ρ′(s)2 + h′(s)2
≡ 1,于是

Area(S) =
"

S
dA =

"
[0,2π]×[0,l]

ρ(s)dσθs = 2π
∫ l

0
ρ(s)ds = 2πρ̄l.

即命题成立. □

习习习题题题 2.1.6. 设a, b, c ∈ R不全为0, r =
√

a2 + b2 + c2,证明：	
S2

f (ax + by + cz)dA = 2π
∫ 1

−1
f (ru)du.

Proof. 作正交变换(x, y, z)→ (u, v,w),将坐标系Oxyz变换到Ouvw,其将平面π : ax + by + cz = 0变换

到vOw平面,此时有u =
1
r

(ax + by + cz),并且	
S2

f (ax + by + cz)dA =
	
S2

f (ru)dA,

现考虑参数化S2 :


u = u,

v =
√

1 − u2 cosθ,

w =
√

1 − u2 sinθ,

 u ∈ [−1, 1],

θ ∈ [0, 2π]
则

dA =
∥∥∥∥∥∂S2

∂u
×
∂S2

∂θ

∥∥∥∥∥ dσuθ = dσuθ,

于是

前式 =

"
[−1,1]×[0,2π]

f (ru)du = 2π
∫ 1

−1
f (ru)du.

即命题成立. □

1这里说明一个更强的结论：任取曲线γ的（正则）参数t,可见

s′(t) =
d
dt

∫ t

t0

∥∥∥∥∥dγ
dt

∥∥∥∥∥ dt =
∥∥∥∥∥dγ

dt

∥∥∥∥∥ ,
而t′(s) =

1
s′(t)

,这表明
∥∥∥∥∥dγ

dt

∥∥∥∥∥ = 1当且仅当t − s ≡ const,也即使得切向量取单位长度的曲线参数必为弧长参数.
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高等数学A（二） 2 曲线与曲面上的积分

习习习题题题 2.1.7. 计算累次积分
∫ 2π

0
dθ

∫ π

0
esinφ(cosθ−sinθ) sinφdφ.

Solution. 作代换


x = sinφ cosθ,

y = sinφ sinθ,

z = cosφ,

则

∫ 2π

0
dθ

∫ π

0
esinφ(cosθ−sinθ) sinφdφ =

	
S2

ex−ydA,

接着再作正交变换,使得(x, y, z)→ (u, v,w),其中w =
x
√

2
−

y
√

2
,于是

前式 =

	
S2

e
√

2w =
√

2π
(
e
√

2
− e−

√
2
)
,

即原式=
√

2π
(
e
√

2
− e−

√
2
)
. □

习习习题题题 2.1.8. 计算曲线积分
�
S1

(x + y)dx − (x − y)dy
x2 + y2 .

Solution. 作参数化

 x = cosθ,

y = sinθ,
θ ∈ [0, 2π],则

(
x + y

x2 + y2 ,−
x − y

x2 + y2

)
·

dS1

dθ
= 1

则原式=

∫ 2π

0
dθ = 2π. □

习习习题题题 2.1.9. 设曲线γ为柱面S : x2 + y2 = ax与球面S2(a)(a > 0)在上半空间中的交线,定向取为从x轴正向看

回的逆时针方向,计算曲线积分 �
γ

(y2dx + z2dy + x2dz).

Solution. 作参数化


x = a cos2 θ,

y = a cosθ sinθ,

z = a| sinθ|,

θ ∈
[
−
π
2
,
π
2

]
,则

(y2, z2, x2) ·
∂γ

∂θ
= −2a3 cos3 θ sin3 θ + a3 sin2 θ(cos2 θ − sin2 θ) + a2 cos4 θz′(θ),

注意上式第一项与第三项均为奇函数,于是原式�
γ

(y2dx + z2dy + x2dz) =
∫ π

2

−
π
2

a3 sin2 θ(cos2 θ − sin2 θ)dθ = −
πa3

4
,

即原式= −
πa3

4
. □
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高等数学A（二） 2 曲线与曲面上的积分

补补补充充充习习习题题题 2.3. 设曲线γ为平面π : y = x tanα与球面S2(a)(a > 0)的交线,定向取为从x轴正向看回的逆时针

方向,其中α ∈ (0, π)为常数,计算曲线积分�
γ

[(y − z)dx + (z − x)dy + (x − y)dz].

[Hint]答案为2πa2(cosα − sinα).

习习习题题题 2.1.10. 设S为R3中球心在点(a, b, c) ∈ R3,常数r(r > 0)为半径的上半球面,计算曲面积分"
S
(x2dydz + y2dzdx + (x − a)yzdxdy).

Solution. 由对称性有
"

S
(x − a)yzdxdy = 0,作参数化


x = a + r sinφ cosθ,

y = b + r sinφ sinθ,

z = c + r cosφ,

 φ ∈
[
0, π2

]
,

θ ∈ [0, 2π],
则有

"
S

x2dydz =
"

[0, π2 ]×[0,2π]
(a + r sinφ cosθ)2r2 sin2 φ cosθdσφθ =

4πbr3

3
,

"
S

y2dzdx =
"

[0, π2 ]×[0,2π]
(b + r sinφ sinθ)2r2 sin2 φ sinθdσφθ =

4πar3

3
,

故原式=
4πbr3

3
+

4πar3

3
=

4π(a + b)r3

3
. □

补补补充充充习习习题题题 2.4. 设椭球面S :
x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1,法向取外侧,其中a, b, c > 0为常数,计算曲面积分	
S

(
dydz

x
+

dzdx
y
+

dxdy
z

)
.

[Hint]答案为
4π(a2b2 + c2a2 + b2c2)

abc
.

习习习题题题 2.1.11. 设S为球面S2(r)(r > 0)在第一卦限内的部分,计算曲面积分"
S

xyz(y2z2 + z2x2 + x2y2)dA.

Solution. 考虑S的单位法向量取为
(x

r
,

y
r
,

z
r

)
,由此"

S
xyz(y2z2 + z2x2 + x2y2)dA =

"
S

r(y3z3dydz + z3x3dzdx + x3y3dxdy)

这里利用对称性,就有

前式 = 3r
"

S
x3y3dxdy =

r9

32
,

即原式=
r9

32
. □
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高等数学A（二） 2 曲线与曲面上的积分

补补补充充充习习习题题题 2.5. 设S为球面S1 : x2 + y2 + z2 = 2Rx被柱面S2 : x2 + y2 = 2rx所截于上半空间的曲面片,法向

取S1外侧,其中R > r > 0为常数,计算曲面积分"
S
[(y − z)dydz + (z − x)dzdx + (x − y)dxdy].

[Hint]注意单位法向量为
(x − R

R
,

y
R
,

z
R

)
. 答案为πRr2.

2.2 Gauss-Green公式,调和函数

习习习题题题 2.2.1. 设上半圆周γ : x2 + y2 = ax, y ≥ 0,方向取点(a, 0)至原点,其中a > 0为常数,计算曲线积分∫
γ

[
(ex sin y − y2)dx + ex cos ydy

]
.

Solution. 作原点至点(a, 0)的直线段l,其与γ围成半圆区域D,利用Green公式可得(∫
γ

+

∫
l

) [
(ex sin y − y2)dx + ex cos ydy

]
=

"
D

2ydσ =
a3

6
,

另一方面,自然 ∫
l

[
(ex sin y − y2)dx + ex cos ydy

]
= 0,

由此原式=
a3

6
− 0 =

a3

6
. □

补补补充充充习习习题题题 2.6. 设 f ∈ C1(R), γ为点
(
3,

2
3

)
至点(1, 2)的直线段,计算曲线积分∫

γ

[
1 + y2 f (xy)

y
dx +

xy2 f (xy) − x
y2 dy

]
.

[Hint]利用Green公式,将积分路径转化到直线段进行计算.答案为−4.

习习习题题题 2.2.2. 计算曲线γ :
(x

a

)2n+1

+
( y

b

)2n+1

= c
(xy

ab

)n

所围区域D的面积,其中a, b, c > 0为常数, n ∈N+.

Solution. 作参数化

 x = ar cos
2

2n+1 θ,

y = br sin
2

n+1 θ,
θ ∈

[
0, π4

]
,其中代回计算可得r = c cos

2n
2n+1 θ sin

2n
2n+1 θ,于是

x = ac cos
2n+2
2n+1 θ sin

2n
2n+1 θ, y = bc cos

2n
2n+1 θ sin

2n+2
2n+1 θ, θ ∈

[
0,
π
4

]
,

其中注意γ仅在第一象限围成有限区域,利用Green公式,则

Area(D) =
"

D
dσ =

1
2

�
γ

(xdy − ydx) =
∫ π

2

0

abc2

2n + 1
cosθ sinθdθ =

abc2

4n + 2
,

即所求面积为
abc2

4n + 2
. □
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高等数学A（二） 2 曲线与曲面上的积分

补补补充充充习习习题题题 2.7. 计算叶形线γ : x3 + y3 = 3axy所围区域的面积,其中a > 0为常数.

[Hint]设y = tx引入参数t,代回方程可得到参数化

 x = 3at
1+t3 ,

y = 3at2

1+t3 ,
t ∈ [0,+∞). 答案为

3a2

2
.

习习习题题题 2.2.3. 计算曲线积分
�
S1

ey

x2 + y2

[
(x sin x + y cos x)dx + (y sin x − x cos x)dy

]
.

Solution. 对ε > 0,作S1(ε),注意到

∂
∂x

ey(y sin x − x cos x)
x2 + y2 +

∂
∂y
−ey(x sin x + y cos x)

x2 + y2 = 0,

应用Green公式,即知题式与被积函数在S1(ε)上的积分一致,再利用Green公式有�
S1

ey

x2 + y2

[
(x sin x + y cos x)dx + (y sin x − x cos x)dy

]
=

"
D2(ε)

−2ey cos x
ε2 dσ,

这里应用积分中值定理,可知存在(ξ, η) ∈ D2(ε),使得

前式 =
−2πε2eη cos ξ

ε2 = −2πeη cos ξ,

再令ε→ 0,即知原式= −2π. □

习习习题题题 2.2.4. 设γ为R2上的（逐段）光滑的简单闭曲线, n为其上单位外法向量场,计算曲线积分�
γ

cos ∡(x,n)
∥x∥

ds.

Solution. 记γ所围区域为D,分三种情况进行讨论：

(a) 若D不含原点,则应用Green公式直接得到�
γ

cos ∡(x,n)
∥x∥

ds =
�
γ

(
x
∥x∥2

,n
)
=

"
D

div
(

x
∥x∥2

)
dσ = 0.

(b) 若原点在D的内部, 对充分小的ε > 0, 作S1(ε)包含在D的内部, 应用Green公式, 可知题式与被积函数

在S1(ε)上的积分一致,此时cos ∡(x,n) ≡ 1, ∥x∥ ≡ ε,于是�
γ

cos ∡(x,n)
∥x∥

ds =
�
S1(ε)

ds
ε
= 2π.

(c) 若原点在D的边界上,过其作∂D = γ在两个方向上的切线,内夹角为θ0,对充分小的ε > 0,作S1(ε),记

其在前述切线之间的弧αε与两条切线段连接得到扇形边界γε, 应用Green公式, 可知题式与被积函数

在γε上的积分一致,同时注意在切线段上cos ∡(x,n) ≡ 0,于是�
γ

cos ∡(x,n)
∥x∥

ds =
∫
αϵ

ds
ε
= θ0.

综上即得. □
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高等数学A（二） 2 曲线与曲面上的积分

习习习题题题 2.2.5. 设γ为R2上的（逐段）光滑闭曲线, X为其上非零C1向量场,其与x轴正方向的夹角为θ,记

r(X, γ) =
1

2π

�
γ

dθ,

称为X沿γ的旋转度. 现设D ⊂ R2为闭区域,其边界有限条（逐段）光滑闭曲线组成,也即有∂D = ⊔iγi,此

时则定义

r(X, ∂D) =
∑

i

r(X, γi)

为X沿∂D的旋转度. 证明：

1. 若X在D上非零,则r(X, ∂D) = 0.

2. [∗]设 f , g ∈ C[0, 1],满足 ∫ 1

0
f (x)dx =

∫ 1

0
g(x)dx = 1,

则存在闭区间[a, b] ⊂ [0, 1],使得 ∫ b

a
f (x)dx =

∫ b

a
g(x)dx =

1
2
.

Proof. 1. 只需证明D为单连通区域的情形,此时记X = (u, v),则θ = arctan
v
u

,此时

r(X, ∂D) =
1

2π

�
∂D

d arctan
v
u
=

1
2π

�
∂D

udv − vdu
u2 + v2

利用Green公式即知原式= 0.

2.在区域D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ y ≤ 1}上考虑向量场

X(x, y) =
(∫ y

x
f (t)dt −

1
2
,

∫ y

x
g(t)dt −

1
2

)
,

由 f , g的连续性可知X为C1向量场,这时注意到

X(ξ, ξ) =
(∫ ξ

ξ

f (t)dt −
1
2
,

∫ ξ

ξ

g(t)dt −
1
2

)
≡

(
−

1
2
,−

1
2

)
, ∀ξ ∈ [0, 1],

X(0, ξ) + X(ξ, 1) =
(∫ 1

0
f (t)dt − 1,

∫ 1

0
g(t)dt − 1

)
≡ (0, 0), ∀ξ ∈ [0, 1],

以及X(0, 1) =
(1

2
,

1
2

)
,可得

r(X, ∂D) =
0 + 2(2k + 1)π

2π
= 2k + 1 , 0,

其中k ∈ Z,这与第1小题结果矛盾,因此X在D上必有零点,即给出原命题成立. □

习习习题题题 2.2.6. 设S为xOz平面上的曲线段γ : z = ex, x ∈ [0, a]绕z轴生成的旋转面, 法向取下侧, 其中a > 0为

常数,计算曲面积分 "
S

[
4xzdydz − 2yzdzdx + (1 − z2)dxdy

]
.
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高等数学A（二） 2 曲线与曲面上的积分

Solution. 作平面片S0 : z = ea, x2 + y2
≤ a2,法向取上侧,其与S围成区域D,利用Gauss公式可得("

S
+

"
S0

) [
4xzdydz − 2yzdzdx + (1 − z2)dxdy

]
= 0,

另一方面有"
S0

[
4xzdydz − 2yzdzdx + (1 − z2)dxdy

]
=

"
x2+y2≤a2

(1 − e2a)dσxy = (1 − e2a)πa2,

于是原式= 0 − (1 − e2a)πa2 = (e2a
− 1)πa2. □

补补补充充充习习习题题题 2.8. 设圆锥面片S : x2 + y2 = z2, z ∈ [0, h],法向取下侧,其中h > 0为常数,计算曲面积分"
S

[
(y − z)dydz + (z − x)dzdx + (x − y)dxdy

]
.

[Hint]答案为0.

习习习题题题 2.2.7. 计算曲面积分
	
S2

xdydz + ydzdx + zdxdy(
ax2 + by2 + cz2

) 3
2

,其中a, b, c > 0为常数.

Solution. 对充分小的ε > 0,作曲面S1 : ax2 + by2 + cz2
≤ ε2包含在S所围区域内,注意到

∂
∂x

x(
ax2 + by2 + cz2

) 3
2

+
∂
∂y

y(
ax2 + by2 + cz2

) 3
2

+
∂
∂z

z(
ax2 + by2 + cz2

) 3
2

= 0,

应用Gauss公式,即知题式与被积函数在曲面S1上的积分一致,再利用Gauss公式有	
S2

xdydz + ydzdx + zdxdy(
ax2 + by2 + cz2

) 3
2

=

$
D

3dν
ε3 =

4π
√

abc
,

其中D为S1所围区域,故原式=
4π
√

abc
. □

习习习题题题 2.2.8 (Green恒等式). 设u, v ∈ C2(Ω)(Ω ⊂ Rn), n为∂Ω上的单位外法向量场,证明：

1.
∫
Ω

v∆udvolΩ =
∮
∂Ω

v
∂u
∂n

dvol∂Ω −
∫
Ω

(∇u,∇v)dvolΩ.

2.
∫
Ω

(v∆u − u∆v)dvolΩ =
∮
∂Ω

(
v
∂u
∂n
− u

∂v
∂n

)
dvol∂Ω.

Proof. 第2小题为第1小题的直接推论,下证第1小题：注意div(v∇u) = (∇u,∇v) + v∆u,于是∫
Ω

div(v∇u)dvolΩ =
∫
Ω

v∆udvolΩ +
∫
Ω

(∇u,∇v)dvolΩ,

另一方面,利用Gauss-Green公式可得∫
Ω

div(v∇u)dvolΩ =
∮
∂Ω

(v∇u,n)dvol∂Ω =
∮
∂Ω

v
∂u
∂n

dvol∂Ω,

综上即有命题成立. □
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习习习题题题 2.2.9. 设区域Ω ∈ Rn, u ∈ C2(Ω)称为调和函数,如果有∆u = 0. 证明以下三个命题等价：

1. u为Ω上的调和函数.

2. 对任意Sn−1
x (r),满足Dn

x(r) ⊂ Ω,有
∮
Sn−1

x (r)

∂u
∂n

dvol = 0,其中n为Sn−1
x (r)上的单位外法向量场.

3. (平平平均均均值值值公公公式式式)对任意x ∈ Ω,Dn
x(r) ⊂ Ω,有

u(x) =
1

nωnrn−1

∮
Sn−1

x (r)
udvol,

其中ωn为n维单位球的体积（于是nωn为n − 1维单位球面的面积）.

Proof. “1⇒ 2”：利用Gauss-Green公式即得∮
Sn−1

x (r)

∂u
∂n

dvol =
∮
Sn−1

x (r)
(∇u,n)dvol =

∫
Dn

x (r)
∆udvol = 0

对任意满足条件的p ∈ Ω, r > 0均成立.

“2⇒ 3”：对任意点x ∈ Ω,构造

φ(r) =
1

nωnrn−1

∮
Sn−1

x (r)
udvol =

1
nωn

∮
Sn−1

u(x + rn)dvol,

令其对r求导数,则有

φ′(r) =
1

nωn

∮
Sn−1

d
dr

u(x + rn)dvol =
1

nωn

∮
Sn−1

((∇u)(x + rn),n)dvol

=
1

nωnrn−1

∮
Sn−1

x (r)

(
∇u(ξ),

ξ − x
r

)
dvol

=
1

nωnrn−1

∮
Sn−1

x (r)

∂u
∂n

dvol = 0

这表明φ(r)关于r是常数,利用u的连续性,即知φ(r) ≡ lim
r→0+0

φ(r) = u(x).

“3⇒ 1”：同上构造φ(r),根据条件其关于r为常数,与前文同理有

0 = φ′(r) =
1

nωnrn−1

∮
Sn−1

x (r)

∂u
∂n

dvol =
1

nωnrn−1

∫
Dn

x (r)
∆udvol,

利用∆u的连续性,令上式中r→ 0 + 0,即得∆u(x) = 0对任意x ∈ Ω成立,也即u为调和函数. □

[Remark]利用上述平均值不等式可以证明调和函数的极值原理, 进而得到Poisson方程边值问题的解的

唯一性.

补补补充充充习习习题题题 2.9 (*平均值公式). 设区域Ω ⊂ Rn, u ∈ C2(Ω)为调和函数,证明：对任意Dn
x(r) ⊂ Ω,均有

u(x) =
1

ωnrn

∫
Dn

x (r)
udvol.

补补补充充充习习习题题题 2.10. [∗]设区域Ω ⊂ Rn, u ∈ C2(Ω)满足∆u ≥ 0,证明：对任意Dn
x(r) ⊂ Ω,均有

u(x) ≤
1

ωnrn

∫
Dn

x (r)
udvol.
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补补补充充充习习习题题题 2.11. [∗]给定常数r > 0,定义算子R : C(Rn)→ C(Rn),使得

Ru(x) =
1

nωnrn−1

∮
Sn−1

x (r)
udvol,

证明：对u ∈ C2(Rn),有∆(Ru) = R(∆u).

习习习题题题 2.2.10. [∗]设u ∈ C2(Bn(R)) ∩ C(Dn(R))(R > 0)为调和函数,证明：

|u(x)| ≤

√∫
Dn(R)

u2dvol

ωn(R − ∥x∥)n , ∀x ∈ Bn(R).

Proof. 考虑在Dn
x(R − ∥x∥)上应用平均值公式（补充习题2.9）有

|u(x)| =

∣∣∣∣∣∣ 1
ωn(R − ∥x∥)n

∫
Dn

x (R−∥x∥)
udvol

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1
ωn(R − ∥x∥)n

∫
Dn

x (R−∥x∥)
|u|dvol

≤
1

ωn(R − ∥x∥)n

√∫
Dn

x (R−∥x∥)
dvol

√∫
Dn

x (R−∥x∥)
u2dvol

≤

√∫
Dn(R)

u2dvol

ωn(R − ∥x∥)n ,

即得命题成立. □

习习习题题题 2.2.11. [∗] [∗]设u ∈ C3(Bn) ∩ C(Dn)为有界调和函数1,证明：

sup
x∈Bn

((1 − ∥x∥) ∥∇u∥) < +∞.

Proof. 考虑u对第i个分量的导数, 记为ui, 其也为调和函数, 由此对任意点x ∈ Bn, 取Bn
x(r) ⊂ Bn, 并

对0 < s ≤ r,在Bn
x(s)上应用平均值公式与Gauss-Green公式可得

|ui(x)| =

∣∣∣∣∣∣ 1
ωnsn

∫
Bn

x (r)
uidvol

∣∣∣∣∣∣ = 1
ωnsn

∣∣∣∣∣∣
∮
Sn−1

x (s)
unidvol

∣∣∣∣∣∣ ,
其中ni为Sn−1

x (r)上单位外法向量场的第i个分量函数,于是有

ωnsn
|ui(x)| ≤

∮
Sn−1

x (s)
|u|dvol,

令上式两端对s在[0, r]上积分有

ωnrn+1

n + 1
|ui(x)| =

∫ r

0
ωnsn
|ui(x)|ds ≤

∫ r

0
ds

∮
Sn−1

x (s)
|u|dvol =

∫
Dn

x (r)
|u|dvol,

于是就有

|ui(x)| ≤
n + 1
ωnrn+1

∫
Dn

x (r)
|u|dvol ≤

n + 1
r

sup
x∈Bn

x (r)
|u| ≤

n + 1
r

sup
x∈Bn
|u|,

特别令r = 1 − ∥x∥,就有(1 − ∥x∥)|ui(x)| ≤ (n + 1) sup
x∈Bn
|u| < +∞(∀x ∈ Bn)（注意u有界）,命题成立. □

1事实上可以证明调和函数总是解析的.
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习习习题题题 2.2.12 (基本解). [∗] [∗]对空间维数n(n ≥ 2),构造函数Γ(r) =

 − 1
2π ln r, n = 2,

1
n(n−2)ωnrn−2 , n ≥ 3,

证明：

1. u(x) = Γ(∥x∥)为Rn
\ {0}上径向对称的调和函数.

2. [∗]设u为Dirichlet边值问题  −∆u = f , x ∈ Bn(R),

u|Sn−1(R) = g,

在C2(Bn(R)) ∩ C1(Dn(R))中的解,其中R > 0为常数,则有

u(0) =
1

nωnRn−1

∮
Sn−1(R)

gdvol +
∫
Dn(R)

(Γ(∥x∥) − Γ(R)) f dvol.

3. 设Ω ⊂ Rn为区域, u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω),取定点x ∈ Ω,则

u(x) =
∮
∂Ω

(
Γ(∥ξ − x∥)

∂u
∂n
− u

∂Γ(∥ξ − x∥)
∂n

)
dvol −

∫
Ω

Γ(∥ξ − x∥)∆u(ξ)dvol,

其中n为∂Ω上的单位外法向量场.

Proof. 1. 直接计算验证即可,此处略.

2. 任取0 < ε < R,令Ω = Bn(R) \Dn(ε),并取v ∈ C2(Ω),由Green恒等式有∫
Ω

(u∆v − v∆u)dvol =
∮
∂Ω

(
u
∂v
∂n
− v

∂u
∂n

)
dvol

现在希望v为调和函数,且v|Sn−1(R) ≡ 0,代入上式有∫
Ω

v f dvol =
1
R

∮
Sn−1(R)

g(∇v, x)dvol −
1
ε

∮
Sn−1(ε)

u(∇v, x)dvol +
∮
Sn−1(ε)

v
∂u
∂n

dvol,

由此整理得到

1
ε

∮
Sn−1(ε)

u(∇v, x)dvol −
∮
Sn−1(ε)

v
∂u
∂n

dvol =
1
R

∮
Sn−1(R)

g(∇v, x)dvol −
∫
Ω

v f dvol,

在等式两端除以nωnεn−2,并令v(x) = nωnεn−2(Γ(R) − Γ(∥x∥))满足前述条件,代入得到

1
nωnεn−1

∮
Sn−1(ε)

udvol − (Γ(R) − Γ(ε))
∮
Sn−1(ε)

∂u
∂n

dvol

=
1

nωnRn−1

∮
Sn−1(R)

gdvol −
∫
Ω

(Γ(R) − Γ(∥x∥)) f dvol,

其中注意(∇v, x) = −
εn−2

∥x∥n−1 ,接着令ε→ 0,由u的连续性可知上式左端第一项趋于u(0),第二项

∣∣∣∣∣∣(Γ(R) − Γ(ε))
∮
Sn−1(ε)

∂u
∂n

dvol

∣∣∣∣∣∣ ≤ |Γ(R) − Γ(ε)|nωnε
n−1 max

x∈Sn−1(ε)
∥∇u∥ → 0,

而右端区域Ω→ Bn(R),即命题成立.
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3. 取充分小的ε > 0,在区域Ω \Dn
x(ε)上对u(ξ)与Γ(∥ξ − x∥)应用Green恒等式得到∫

Ω\Dn
x (ε)
Γ(∥ξ − x∥)∆u(ξ)dvol =

∮
∂Ω

(
Γ(∥ξ − x∥)

∂u
∂n
− u

∂Γ(∥ξ − x∥)
∂n

)
dvol

+ Γ(ε)
∮
Sn−1

x (ε)

∂u
∂n

dvol −
1

nωnεn−1

∮
Sn−1

x (ε)
udvol,

其中在Ω \Dn
x(ε)上∆Γ(∥ξ − x∥) = 0,且在Sn−1

x (ε)上
∂Γ(∥ξ − x∥)

∂n
=

1
nωnεn−2（注意n取单位内法向量场）,现

令ε→ 0,与第2小题类似讨论极限即得命题成立. □

补补补充充充习习习题题题 2.12 (Poisson公式). [∗] [∗]设g ∈ C(Sn−1(R))(R > 0),定义Bn(R)上的函数

u(x) =
R2
− ∥x∥2

nωnR

∮
Sn−1(R)

g(ξ)
∥x − ξ∥n

dvol,

其中函数K(x, ξ) =
R2
− ∥x∥2

nωnR ∥x − ξ∥n
称为Poisson核,证明：

1. u为Bn(R)上的调和函数,且可取极限连续延拓到边界,使得u|Sn−1(R) = g.

2. (Harnack不不不等等等式式式)设u为Bn(R)上的非负调和函数,则对任意0 < r < R,有

sup
x∈Bn(r)

u ≤
(R + r

R − r

)n

inf
Bn(r)

u.

3. (*Liouville定定定理理理)在Rn上有上界或下界的调和函数一定为常值函数.

[Hint]第2小题,先证对任意x ∈ Bn(R),均有

Rn−2(R − ∥x∥)u(0)
(R + ∥x∥)n−1 ≤ u(x) ≤

Rn−2(R + ∥x∥)u(0)
(R − ∥x∥)n−1 ,

其中用平均值公式表示u(0), 用Poisson公式表示u(x), 在Bn(R)上, 令上式左, 右侧不等关系两端分别取下

确界和上确界,整理即证.第3小题,不妨设调和函数u有上界M,对M − u应用Harnack不等式.

[Remark]原始版本的Liouville定理要求调和函数既有上界也有下界.

补补补充充充习习习题题题 2.13. [∗] [∗] [∗]设g ∈ C[0, 2π], g(0) = g(2π),且
∫ 2π

0
g(θ)dθ = 0,考虑边值问题

 −∆u = 0, (x, y) ∈ B2(R),
∂u
∂r

∣∣∣
r=R
= g(θ), θ ∈ [0, 2π],

其中第二式取极坐标, R > 0为常数,证明：在相差一个常数的意义下,问题的解为

u(r, θ) = −
R
2π

∫ 2π

0
g(α) ln

[
R2 + r2

− 2Rr cos(α − θ)
]

dα.

[Hint]令v(r, θ) = r
∂u
∂r

, 可证其为B2(R)上的调和函数, 且v(R, θ) = Rg(θ)(θ ∈ [0, 2π]), 应用Poisson公式

（补充习题2.12）得到其表达式,再积分计算u即可.
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2.3 微分形式与Stokes公式

习习习题题题 2.3.1. 设γ为平面π : x + y + z =
3
2

a截立方体[0, a]3表面所得曲线,定向取为从x轴正向看回的逆时针

方向, a > 0为常数,计算曲线积分∮
γ

[
(y2
− z2)dx + (z2

− x2)dy + (x2
− y2)dz

]
.

Solution. 注意到γ为正六边形边界,记该正六边形为S,其法向取(1, 1, 1),则由Stokes公式可得∮
γ

[
(y2
− z2)dx + (z2

− x2)dy + (x2
− y2)dz

]
=

"
S

−4(x + y + z)
√

3
dA = −

9a3

2
,

即原式= −
9a3

2
. □

补补补充充充习习习题题题 2.14. 设γ为球面S1 : x2 + y2 + z2 = 2Rx与上半柱面S2 : x2 + y2 = 2rx, z ≥ 0的交线,其上取定向,

使得γ在S1上所围较小区域总是保持在曲线左侧, 0 < r < R为常数,计算曲线积分∮
γ

[
(y2 + z2)dx + (z2 + x2)dy + (x2 + y2)dz

]
.

[Hint]答案为2πr2R.

习习习题题题 2.3.2. 设γ :


x = a cosφ,

y = a sinφ,

z = h
2πφ

φ ∈ [0, 2π],定向取点(a, 0, 0)至点(a, 0, h), a, h > 0为常数,计算曲线积分

∫
γ

[
(y − z)2dx + (z − x)2dy + (x − y)2dz

]
.

Solution. 考虑记螺旋面片S :


x = r cosφ,

y = r sinφ,

z = h
2πφ,

 r ∈ [0, a],

φ ∈ [0, 2π],
作点(a, 0, 0)至点(a, 0, h)的直线段l,并作

平面片S0 : y = 0, x ∈ [0, a], z ∈ [0, h],应用Stokes公式得到∫
γ∪l

[
(y − z)2dx + (z − x)2dy + (x − y)2dz

]
=

"
S∪S0

2
[
(y − z)dydz + (z − x)dzdx + (x − y)dxdy

]
,

其中计算可得 ∫
l

[
(y − z)2dx + (z − x)2dy + (x − y)2dz

]
= −a2h,"

S
2
[
(y − z)dydz + (z − x)dzdx + (x − y)dxdy

]
= a2h +

ah2

π
,"

S0

2
[
(y − z)dydz + (z − x)dzdx + (x − y)dxdy

]
= ah2

− a2h,

于是原式=

(
a2h +

ah2

π

)
+ (ah2

− a2h) − (−a2h) =
(π + 1)ah2 + πa2h

π
. □
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习习习题题题 2.3.3. 设S为R3中的（分片）光滑闭曲面,记

I =
	

S

[(
∂R
∂y
−
∂Q
∂z

)
dydz +

(
∂P
∂z
−
∂R
∂x

)
dzdx +

(
∂Q
∂x
−
∂P
∂y

)
dxdy

]
,

在以下两种情形证明I = 0：1. P,Q,R ∈ C2(Ω),其中Ω为S所围区域. 2. P,Q,R ∈ C1(S).

Proof. 第1小题应用Gauss-Green公式即得. 对第2小题, 在S上取（分段）光滑简单闭曲线γ将S分为

两片S1,S2,利用Stokes公式将S1,S2的积分转化到γ上定向相反的积分,由此即知I = 0. □

习习习题题题 2.3.4. 证明在R2上, ω = (x2 + y2)dx + 2xydy为全微分,并求其原函数.

Solution. 考虑
∂(x2 + y2)

∂y
=
∂(2xy)
∂x

,即知ω为全微分.

现设ω = du,从
∂u
∂x
= x2 + y2可得u =

x3

3
+ xy2 + φ(y),其中φ(y)为待定函数,接着由

∂u
∂y
= 2xy,代入

前式可见φ′(y) = 0,于是φ(y) ≡ const, u(x, y) =
x3

3
+ xy2 + const. □

[Remark]在一般区域上,判断一个微分形式是否有原函数即是判断其是否为恰当形式,对于单连通区域,

问题则可简化为判断该微分形式是否为闭形式.

补补补充充充习习习题题题 2.15. 证明在R3上,

ω = z
(

1
x2y
−

1
x2 + z2

)
dx +

z
xy2 dy +

(
x

x2 + z2 −
1

xy

)
dz

为全微分,并求其原函数.

[Hint]原函数为arctan
z
x
−

z
xy
+ const.

习习习题题题 2.3.5. 讨论曲线积分
∫
γ

xdy − ydx
x2 + y2 在区域D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 > 1}上是否与路径无关.

Solution. 任取常数r > 0,容易计算得到�
S1(r)

xdy − ydx
x2 + y2 = 2π,

由此可知所讨论的积分与积分路径有关. □

习习习题题题 2.3.6. [∗]设ω为区域Ω = R3
\ {0}上的闭形式,讨论曲线积分

∫
γ

ω是否与积分路径有关.

Solution. 任取Ω中的简单闭曲线γ,可作Ω中曲面S使得∂S = γ,则由Stokes公式有∮
γ

ω =

"
S

dω = 0,

由此可知所讨论的积分与路径无关. □
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补充习题

补补补充充充习习习题题题 2.16. 设γ为曲线γ0 :

 x2

a2 +
y2

b2 +
2z2

a2+b2 = 1,
x
a +

y
b = 1,

在第一卦限的部分, a, b, c > 0为常数,计算曲线积分

∫
γ

(
16xy

ab
+

2yz

b
√

a2 + b2
+

2xz

a
√

a2 + b2

)
ds.

[Hint]答案为
√

a2 + b2(π + 1).

补补补充充充习习习题题题 2.17. 计算曲线γ :


x = e−t cos t,

y = e−t sin t,

z = e−t,

t ∈ [0,+∞)的弧长.

[Hint]答案为
√

3.

补补补充充充习习习题题题 2.18. 设Ω为柱面S : x2 + y2 = ax与球面S2(a)(a > 0)所围有界区域,计算曲面积分
"

∂Ω

|z|dA.

[Hint]注意分柱面部分和球面部分进行计算.答案为πa3.

补补补充充充习习习题题题 2.19. 对t ∈ [−
√

3,
√

3],记St为平面π : x + y + z = t被单位球面S1所截平面片,计算曲面积分"
St

(1 − x2
− y2

− z2)dA.

[Hint]可作正交变换(x, y, z)→ (u, v,w),使得w =
x + y + z
√

3
. 答案为

π
18

(3 − t2)2.

补补补充充充习习习题题题 2.20. 设γ为R2中的有限长连续曲线,弧长为l, X为γ上的连续向量场,证明：∣∣∣∣∣∣
∫
γ

(X, τ)ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ l max
x∈γ
∥X(x)∥ .

补补补充充充习习习题题题 2.21. [∗]设u, v ∈ C1(D),曲线γu : u(x, y) = 0与γv : v(x, y) = 0在闭区域D ⊂ R2中仅在其内部有

有限个交点,且∂D为简单闭曲线,计算曲线积分

1
2π

�
γ

udv − vdu
u2 + v2 .

[Hint]答案为
∑

i sgn
∂(u, v)
∂(x, y)

∣∣∣∣∣
(xi,yi)

,其中(xi, yi)为曲线γu, γv在D内的交点.

补补补充充充习习习题题题 2.22. 计算环面S :


x = (b + a cosφ) cosθ,

y = (b + a cosφ) sinθ,

z = a sinφ,

 φ ∈ [0, 2π],

θ ∈ [0, 2π]
所围区域的体积,其中b ≥ a > 0为

常数.

[Hint]答案为2π2a2b.
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补补补充充充习习习题题题 2.23. 设S为R3上的光滑简单闭曲面, n为其上单位外法向量场,计算曲面积分	
S

cos ∡(x,n)

∥x∥2
dA.

[Hint]仿照习题2.2.4. 当原点在S所围区域外部时, 答案为0；当原点在S所围区域内部时, 答案为4π；当

原点在S上时,答案为S在原点处的球面角.

补补补充充充习习习题题题 2.24. [∗]设D ⊂ Rn为单连通区域, ∂D光滑, f ∈ C1(D), f |∂D ≡ 0,证明：∫
D

f 2dvol ≤
2
n

max
x∈D
∥x∥2

∫
D

∥∥∥∇ f
∥∥∥2

dvol.

[Hint]对第i个分量xi,令X = (0, · · · , xi f 2, · · · , 0),在D上应用Gauss-Green公式得到∫
D

f 2dvol = −2
∫

D
f xi ∂ f
∂xi dvol = −

2
n

∫
D

f (∇ f , x)dvol,

对该式应用Cauchy-Schwarz不等式进行估计即可.

补补补充充充习习习题题题 2.25. 设D ⊂ R2为单连通区域, u为其上调和函数,证明：−u′ydx+ u′xdy是全微分,且其原函数也

为调和函数,称为u的共轭调和函数.

[Remark]此处u, v满足Cauchy-Riemann方程（在补充习题1.5中已经提及）

∂u
∂x
=
∂v
∂y
,
∂u
∂y
= −

∂v
∂x
,

其出现的场合之一在复分析中：复函数 f : C → C使得x + iy 7→ u(x, y) + iv(x, y)是全纯的（或解析的）,

当且仅当u, v满足Cauchy-Riemann方程,且此时u, v为一对共轭的调和函数.

补补补充充充习习习题题题 2.26 (椭圆型偏微分方程的能量模估计). [∗]设Ω ⊂ Rn(n ≥ 3)有界,考虑定解问题 −∆u + (A(x),∇u) + c(x)u = f , x ∈ Ω

u|∂Ω = g

其中A(x), c(x)均连续有界,且4c(x)− ∥A(x)∥2 > 0(∀x ∈ Ω),证明：上述定解问题若在C2(Ω)∩C1(Ω)中有解,

则解是唯一的.

[Hint]只需证明 f , g ≡ 0的齐次情形下定解问题只能有零解, 为此在第一个方程两端乘上u并在Ω上积分,

结合Gauss-Green公式与题设条件可得

0 =
∫
Ω

∥∇u∥2 dvol +
∫
Ω

(uA,∇u)dvol +
∫
Ω

cu2dvol

≤

∫
Ω

(
∥∇u∥2 + (∇u,uA) +

1
4
∥uA∥2

)
dvol

=

∫
Ω

∥∥∥∥∥∇u −
1
2

uA
∥∥∥∥∥2

dvol,

于是uA ≡ 2∇u,注意在u取的最值处∇u = 0,由此即证u ≡ 0.
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补补补充充充习习习题题题 2.27. [∗]设 f ∈ C2(R3),令H(x, y, z, r) =
1

4πr2

	
S2

(x,y,z)(r)
f dA,证明：

1. H为关于各变量x, y, z, r的二次连续可微函数.

2.
∂2H
∂x2 +

∂2H
∂y2 +

∂2H
∂z2 =

∂2H
∂r2 +

2
r
∂H
∂r

.

3. lim
r→0

∂H
∂r
= 0.

[Hint]第1小题,利用代换和球面的几何性质,可以得到

H(x, y, z, r) =
1

4π

	
S2

f (x + rn)dA,

其中x = (x, y, z), n为S2的单位外法向量,由此容易证明H的C2可微性. 第2小题,利用上式可得

∂H
∂r
=

1
4πr2

	
S2(r)

(∇ f ,n)dA =
1

4πr2

$
D3(r)
∆ f dν.

接着再次对r计算偏导数,其中对重积分求导需要将其先化为累次积分进行,得到

∂2H
∂r2 = −

1
2πr3

$
D3(r)
∆ f dν +

1
4πr2

	
S2(r)
∆ f dA,

由此即可证得命题.第3小题,利用第2小题的结果和积分中值定理讨论极限.

补补补充充充习习习题题题 2.28 (波动方程的Kirchhoff公式). [∗]设h ∈ C2(R3),令

u(x, y, z, t) =
1

4π

	
S2

(x,y,z)(t)

f
t

dA,

证明：u满足波动方程的初值问题 u′′tt − ∆u = 0, (x, y, z, t) ∈ R3
×R,

u|t=0 = 0, u′t |t=0 = f , (x, y, z) ∈ R3,

其中∆ =
∂2

∂x2 +
∂2

∂y2 +
∂2

∂z2 ,初值条件在极限的意义下验证.

[Hint]仿照补充习题2.27计算即可.
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3 常微分方程理论

3.1 常微分方程初等解法

习习习题题题 3.1.1. 解方程
dy
dx
= 2x

√
1 − y2.

Solution. y = ±1为方程的特解,当y , ±1时,变量分离得到

dy√
1 − y2

= 2xdx ⇒ arcsin y = x2 + C,

即得通解y = sin(x2 + C),其中C为任意常数. □

补补补充充充习习习题题题 3.1. 解方程(x2 + 1)(y2
− 1)dx + xydy = 0.

[Hint]通解为y2 = 1 +
Ce−x2

x2 （C为任意常数）,特解为x = 0.

补补补充充充习习习题题题 3.2. 解方程
dy
dx
=

3
2

y
1
3 .

[Hint]通解为y2 = (x + C)3（C为任意常数）,特解为y = 0.

习习习题题题 3.1.2. 解方程
dy
dx
=

y +
√

x2 + y2

x
.

Solution. 令
y
x
= u,则有

du
dx
=

sgn x
√

1 + u2

x
,

分离变量解得

u +
√

1 + u2 = C|x|sgn x,

即u =
Cx
2
−

1
2Cx

,代回u即得通解为y =
Cx2

2
−

1
2C

,其中C为任意不为0的常数. □

习习习题题题 3.1.3. 解方程
dy
dx
=
−2x3 + 4xy2

x2y + y3 + 3y
.

Solution. 考虑令u = x2 + ξ, v = y2 + η,满足

 −2ξ + 4η = 0,

ξ + η = 3,
则ξ = 2, η = 1,此时方程化为

dv
du
=
−2u + 4v

u + v
,

按齐次方程解得|v − u|2 = eC
|v − 2u|3,代回u, v得通解为

C1(y2
− x2
− 1)2 = C2(y2

− 2x2
− 3)3,

其中C1,C2为任意常数（其中添加漏掉的解）. □
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补补补充充充习习习题题题 3.3. 解方程
dy
dx
=
−x + 2y + 5
2x − y − 4

.

[Hint]通解为C1(x − y − 3) = C2(x + y + 1)3（C1,C2为任意常数）.

习习习题题题 3.1.4. 解方程
dy
dx
+ y tan x = sin(2x).

Solution. 积分因子µ(x) = e
∫

tan xdx =
1

| cos x|
,则有

d
( y

cos x

)
=

1
cos x

dy + y
sin x
cos2 x

dx = 2 sin xdx,

即得通解为y = C cos x − 2 cos2 x,其中C为任意常数. □

补补补充充充习习习题题题 3.4. 解方程
dy
dx
=

y
x + y + y2ey .

[Hint]通解为x = y(C + ey + ln |y|)（C为任意常数）,特解为y = 0.

习习习题题题 3.1.5. 设y = φ(x)满足微分不等式y′ + a(x)y ≤ 0(x ≥ 0),证明：

φ(x) ≤ φ(0)e−
∫ x

0 a(t)dt, x ≥ 0.

Proof. 考虑积分因子µ(x) = e
∫

a(x)dx,则题述不等式化为

d
dx

(
ye

∫ x
0 a(t)dt

)
≤ 0, x ≥ 0,

这给出单调性,进而就有

φ(x)e
∫ x

0 a(t)dt
≤ φ(0)e

∫ 0
0 a(t)dt = φ(0),

整理即得命题成立. □

习习习题题题 3.1.6. 设 f为连续可微函数,解方程x f (x2 + y2)dx + y f (x2 + y2)dy = 0.

Solution. 计算略,通解为
∫ x2+y2

0
f (t)dt = C,其中C为任意常数. □

习习习题题题 3.1.7. 设P,Q为二元齐次函数,且次数相同,证明：方程Pdx +Qdy = 0有积分因子µ =
1

xP + yQ
.

Proof. 只需注意

∂
∂y

P
xP + yQ

=
∂
∂x

Q
xP + yQ

⇔

xP′x + yP′y
P

=
xQ′x + yQ′y

Q
,

上式成立当且仅当deg P = deg Q,由此命题成立. □

[Remark]注意对齐次函数 f : Ck(Ω)(Ω ⊂ Rn), deg f = d ≥ k,则有 n∑
i=1

xi ∂

∂xi

k

f (x) =
d!

(d − k)!
f (x).
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习习习题题题 3.1.8. 考虑方程Pdx +Qdy = 0,设φ为连续函数,证明：方程有形如µ(φ(x, y))的积分因子,当且仅当

P′y −Q′x
Qφ′x − Pφ′y

仅为φ的函数,特别若该函数为M(φ),则积分因子为e
∫

M(t)dt
|t=φ(x,y).

Proof. µ为方程Pdx +Qdy = 0的积分因子当且仅当

Pµ′y −Qµ′x = (Q′x − P′y)µ,

代入µ = µ(φ)得到
P′y −Q′x

Qφ′x − Pφ′y
=
µ′(φ)
µ(φ)

,

由此令M(φ) =
µ′(φ)
µ(φ)

即有命题成立,此时解得积分因子µ = e
∫

M(t)dt
|t=φ(x,y). □

补补补充充充习习习题题题 3.5. 解方程exdx + (ex cot y + 2y cos y)dy = 0.

[Hint]积分因子为sin y. 通解为4ex cos y + sin 2y − 2y cos 2y = C（C为任意常数）.

补补补充充充习习习题题题 3.6. 解方程(y2 + 2x2y)dx + (xy + x3)dy = 0.

[Hint]积分因子为e
x6 y4

2 . 通解为
x4y4

4
+

x6y3

6
= C（C为任意常数）.

习习习题题题 3.1.9. [∗]考虑方程Pdx +Qdy = 0,设µ为其积分因子,使得µPdx + µQdy = dΦ,证明：方程的积分

因子全体为

{µ f (Φ) : f可微,且 f . 0}.

Proof. 对任意非零可微函数 f ,考虑

d

∫ f (t)dt

∣∣∣∣∣∣
t=Φ

 = f (Φ)dΦ = µ f (Φ)Pdx + µ f (Φ)Qdy,

即知µ f (Φ)也为原方程的积分因子.

反过来,设µ1也为方程的积分因子,记µ1Pdx + µ1Qdy = dΦ1,这表明(Φ1)′x = µ1P, (Φ1)′y = µ1Q,而由

条件已有Φ′x = µP, Φ′y = µQ,因此

∂(Φ,Φ1)
∂(x, y)

= Φ′x(Φ1)′y −Φ
′

y(Φ1)′x ≡ 0,

这就表明
µ1

µ
=

dΦ1

dΦ
为Φ的可微函数,记为 f (Φ),于是µ1 = µ f (Φ)成立. □

补补补充充充习习习题题题 3.7. [∗]考虑方程Pdx +Qdy = 0,其中P,Q连续可微,设µ1, µ2为方程的连续可微的积分因子,且

有
µ1

µ2
. const,证明：方程的通解可表示为

µ1(x, y)
µ2(x, y)

= C,其中C为任意常数.
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习习习题题题 3.1.10. 解方程x
(

dy
dx

)2

− 2y
dy
dx
+ 9x = 0.

Solution. 记p =
dy
dx

,则y =
9x
2p
+

xp
2

(p , 0),两边求导得到

(
1 −

9
p2

) (
p − x

dp
dx

)
= 0,

即
dp
dx
=

p
x
或p2 = 9,这给出通解p = Cx与特解p = ±3,其中C为任意常数,于是原方程的通解为

y =
9

2C
+

Cx2

2
,

特解为y = ±3x. □

习习习题题题 3.1.11. 解方程y2 +

(
dy
dx

)2

= 1.

Solution. 记p =
dy
dx

,题述方程有参数表达

 y = cos t,

p = sin t,
在p , 0时则有

dx =
dy
p
=

d cos t
sin t

= −dt,

解得x = −t + C,其中C为任意常数,则通解为

 x = −t + C,

y = cost,
也即y = cos(C − x).

在p = 0时, y = ±1为方程的特解. □

补补补充充充习习习题题题 3.8. 解方程x3 +

(
dy
dx

)3

− 4x
dy
dx
= 0.

[Hint]通解为

 x = 4t
t3+1 ,

y = − 8
(t3+1)2 +

32
3(t3+1) + C

（C为任意常数）.

3.2 线性常微分方程

习习习题题题 3.2.1 (Liouville公式). 考虑齐次线性方程组 dy1

dx = a11(x)y1 + a12(x)y2,
dy2

dx = a21(x)y1 + a22(x)y2,

其中ai j在(a, b)上连续,设y = φ1(x), y = φ2(x)为方程二解,相应Wronsky行列式W(x),证明：

W(x) =W(x0) exp
(∫ x

x0

(a11(t) + a22(t))dt
)
,

其中任取x0 ∈ (a, b).
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Proof. 记φ j(x) = (φ1 j(x), φ2 j(x))T, j = 1, 2,对W(x)求导可得

W′(x) =
d
dx

(
φ11(x)φ22(x) − φ12(x)φ21(x)

)
= (a11(x) + a22(x))

(
φ11(x)φ22(x) − φ12(x)φ21(x)

)
= (a11(x) + a22(x))W(x),

其中利用y = φ1(x)与y = φ2(x)为方程的解即知命题成立. □

补补补充充充习习习题题题 3.9. 考虑齐次线性方程组  dy1

dx = a11(x)y1 + a12(x)y2,
dy2

dx = a21(x)y1 + a22(x)y2,

其中ai j在R上连续,且以ω > 0为周期,证明：若∫ ω

0
(a11(t) + a22(t))dt , 0

则方程没有以ω为周期的基本解组.

[Hint]否则,该解组的Wronsky行列式也应以ω为周期.

[Remark]上述结果可以自然地推广到n元方程组的一般情形.

习习习题题题 3.2.2. [∗]考虑齐次线性方程组
dy
dx
= A(x)y,其中A为连续的矩阵函数,设Φ(x)为其基本解矩阵,接着

令 f : (a, b) ×Rn
→ Rn连续,证明：初值问题 dy

dx = A(x)y + f (x, y),

y(x0) = y0,

等价于积分方程

y(x) = Φ(x)
(
Φ(x0)−1y0 +

∫ x

x0

Φ(t)−1 f (t, y(t))dt
)
.

Proof. “⇐”直接验证即可,下证“⇒”：设y = ψ(x)为初值问题的解,令ψ(x) = Φ(x)c(x),代回有

Φ′(x)c(x) + Φ(x)c′(x) = A(x)Φ(x)c(x) + f (x,Φ(x)c(x)),

由Φ′(x) = A(x)Φ(x),可见c′(x) = Φ(x)−1 f (x,Φ(x)c(x)),结合x0处取值可见c满足初值问题 dc
dx = Φ(x)−1 f (x,Φ(x)c),

c(x0) = Φ(x0)−1y0,

这等价于积分方程

c(x) = Φ(x0)−1y0 +

∫ x

x0

Φ(t)−1 f (t,Φ(t)c(t))dt,

代回ψ(x) = Φ(x)c(x)即知命题成立. □
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习习习题题题 3.2.3. [∗]考虑线性方程组
dy
dx
= A(x)y + β(x),其中A,β均为以ω > 0为周期的连续函数,证明：方程

组有唯一ω-周期解,当且仅当其相应齐次方程组仅有平凡ω-周期解y = 0.

Proof. 先证明对方程组的一解y = ψ(x), 只要ψ(ω) = ψ(0), 就有ψ(x + ω) = ψ(x)(∀x ∈ R)：事实上,

考虑ψ(x + ω)是方程组满足初值y(0) = ψ(ω)的解,即有

ψ(x + ω) = Φ(x)
(
Φ(0)−1ψ(ω) +

∫ x

0
Φ(t)−1β(t)dt

)
= Φ(x)

(
Φ(0)−1ψ(0) +

∫ x

0
Φ(t)−1β(t)dt

)
= ψ(x),

其中Φ(x)为齐次方程组的基本解矩阵,并利用解的唯一性.

现在,特别选取x = 0处适当的初值取基本解矩阵Φ(x),使得Φ(0) = In,考虑方程组有通解

y = Φ(x)
(
c +

∫ x

0
Φ(t)−1β(t)dt

)
,

欲使方程组有ω-周期解,只需y(ω) = y(0)关于c有解（由上述讨论）,整理得到

(Φ(ω) − In)c = −Φ(ω)
∫ ω

0
Φ−1(t)β(t)dt,

上式右端为常向量,当β(x) ≡ 0时对应齐次方程组情形. 于是, 上述线性方程组有唯一解（即原方程组有

唯一ω-周期解）,当且仅当Φ(ω)− In可逆,当且仅当相应导出组仅有零解（即原方程组相应齐次方程组仅

有平凡ω-周期解）. □

习习习题题题 3.2.4 (Massera准则). [∗] [∗]考虑线性方程组
dy
dx
= A(x)y+β(x),其中A,β均为以ω > 0为周期的连续

函数,证明：方程组有ω-周期解,当且仅当方程组有在R上有界的解.

Proof. “⇒”是显然的（周期解自然有界）,下证“⇐”：设y = ψ(x)为方程组的有界解,则对任意

正整数k, y = ψ(x + (k − 1)ω)是满足初值y(0) = ψ((k − 1)ω)的解,也即有

ψ(x + (k − 1)ω) = Φ(x)
(
ψ((k − 1)ω) +

∫ x

0
Φ−1(t)β(t)dt

)
,

其中取相应齐次方程基本解矩阵Φ(x)满足Φ(0) = In,令x = ω就有

ψ(kω) = Φ(ω)ψ((k − 1)ω) + v,

其中v = Φ(ω)
∫ ω

0
Φ−1(t)β(t)dt.

现在, 同习题3.2.3可知, 方程组的ω-周期解的存在性等价于方程组(Φ(ω) − In)X = −v的解的存在性.

若原方程没有ω周期解,则应存在u,使得(Φ(ω) − In)u = 0,但uTv , 0,由归纳法可证

uTψ(kω) = uTψ(0) + kuTv(k ∈N+),

令k→ +∞便与ψ的有界性矛盾,因此原方程必有ω周期解. □
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习习习题题题 3.2.5. 考虑二阶齐次线性方程
d2y
dx2 + p(x)

dy
dx
+ q(x)y = 0,其中p, q均在(a, b)上连续,证明：对方程的

任意非零解y = φ(x),若其有零点x0 ∈ (a, b),则必定φ′(x0) , 0.

Proof. 否则, y = φ(x)为初值问题  d2 y
dx2 + p(x) dy

dx + q(x)y = 0,

y(0) = y′(0) = 0,

的解,但y = 0也为上述初值问题的解,由解的唯一性,这给出φ(x) ≡ 0,矛盾. □

习习习题题题 3.2.6. 考虑二阶齐次线性方程
d2y
dx2 + p(x)

dy
dx
+ q(x)y = 0,其中p, q均在(a, b)上连续,证明：方程任意

两个线性无关的解没有公共零点.

Proof. 否则,设y = φ1(x)与y = φ2(x)为方程的线性无关的二解,且存在x0 ∈ (a, b)为其公共零点,注意

相应Wronsky行列式满足

W(x) =W(x0) exp
(
−

∫ x

x0

p(t)dt
)
= 0,

这给出φ1, φ2线性相关,矛盾. □

补补补充充充习习习题题题 3.10. [∗] [∗]考虑二阶齐次线性方程
d2y
dx2 + p(x)

dy
dx
+ q(x)y = 0,其中p, q均连续,证明：

1. 方程二解y = φ1(x)与y = φ2(x)线性相关,当且仅当二者有相同零点.

2. 方程二解y = φ1(x)与y = φ2(x)线性无关,当且仅当二者零点交错分布,即φ1（resp. φ2）的任意两个

零点间均有φ2（resp. φ1）的零点.

[Hint]分析Wronsky行列式.

习习习题题题 3.2.7. [∗]考虑二阶齐次线性方程
d2y
dx2 + p(x)

dy
dx
+ q(x)y = 0,其中p, q均在(a, b)上连续,设y = φ(x)为

其一非零解,证明：方程通解可表达为

y = φ(x)

C1 + C2

∫ x

x0

exp
(
−

∫ t

x0
p(s)ds

)
φ(t)2 dt

 .
Proof. 首先考虑φ(x) , 0, x ∈ (a, b)的情形,此时由Liouville公式,方程的任意一解y = y(x)满足

W(x) = det

 φ(x) y(x)

φ′(x) y′(x)

 = C exp
(
−

∫ x

x0

p(t)dt
)
,

其中C =W(x0)为常数,于是有

d
dx

(
y(x)
φ(x)

)
=
φ(x)y′(x) − y(x)φ′(x)

φ(x)2 =
C exp

(
−

∫ x

x0
p(t)dt

)
φ(x)2 ,

求解即得命题成立.
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对一般情形,只需证明题目所给式在φ的零点处也成立.此时与上文同理有

φ(x)y′(x) − y(x)φ′(x) = C exp
(
−

∫ x

x0

p(t)dt
)
,

当φ(x) = 0时,就有y(x) = −
C exp

(
−

∫ x

x0
p(t)dt

)
φ′(x)

,其中注意由习题3.2.5的结果, φ′(x) , 0. 下面验证在极限

意义下,题目所给通解满足上式：

为此,设x̃0 ∈ (a, b)为φ的零点,则φ′(x̃0) , 0,于是在x̃0的一个去心邻域内φ(x) , 0,此时

lim
x→x̃0

φ(x)
∫ x

x0

exp
(
−

∫ t

x0
p(s)ds

)
φ(t)2 dt

= lim
x→x̃0

exp
(
−

∫ x

x0
p(t)dt

)
φ(x)2


/ (
−
φ′(x)
φ(x)2

)

= −
exp

(
−

∫ x̃0

x0
p(t)dt

)
φ′(x̃0)

,

由此代回即知命题成立. □

习习习题题题 3.2.8. 解方程组

d
dx


y1

y2

y3

 =

−1 −1 0

0 −1 −1

0 0 −1




y1

y2

y3

 +


x2

2x

x

 .
Solution. 方程组即y′1 = −y1 − y2 + x2, y′2 = −y2 − y3 + 2x, y′3 = −y3 + x.

首先解y′3 = −y3 + x可得y3 = x − 1 + C3e−x.

将y3代入y′2 = −y2 − y3 + 2x,可得y2 = x + C2e−x
− C3xe−x.

最后将y2代入y′1 = −y1 − y2 + x2,可得y1 = x2
− 3x + 3 + C1e−x

− C2xe−x +
C3

2
x2e−x. □

补补补充充充习习习题题题 3.11. 解方程组
d
dx

 y1

y2

 =
 2 1

0 2


 y1

y2

 +
 1

0

 .
[Hint]通解为y1 = C1e2x + C2xe2x

−
1
2

, y2 = C2e2x.

补补补充充充习习习题题题 3.12. 解方程组

d
dx

 y1

y2

 =
 0 −n2

−n2 0


 y1

y2

 +
 cos nx

sin nx

 ,
其中n ∈N+.

[Hint]通解为y1 = C1en2x + C2e−n2x +
n + 1

n(n2 + 1)
sin nx, y2 = −C1en2x + C2e−n2x +

n − 1
n(n2 + 1)

cos nx.
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习习习题题题 3.2.9. 计算方程组

d
dx


y1

y2

y3

 =

−1 1 0

0 −1 0

1 0 −4




y1

y2

y3


的一个基本解矩阵.

Solution. 方程组即y′1 = −y1 + y2, y′2 = −y2, y′3 = y1 − 4y3.

首先解y′2 = −y2,可得y2 = C2e−x.

将y2代入y′1 = −y1 + y2,可得y1 = C1e−x + C2xe−x.

将y1代入y′3 = y1 − 4y3,可得y3 =
C1

3
e−x + C2

(1
3

xe−x
−

1
9

e−x
)
+ C3e−4x.

最后,适当选取常数得到

Φ(x) =


0 3e−x 9xe−x

0 0 e−x

e−4x e−x (3x − 1)e−x

 ,
计算其行列式（Wronsky行列式）即知其为基本解矩阵. □

补补补充充充习习习题题题 3.13. 计算方程组

d
dx


y1

y2

y3

 =


0 0 1

0 1 0

1 0 1




y1

y2

y3


的一个基本解矩阵.

[Hint]可取Φ(x) =


0 ex e−x

ex 0 0

0 ex
−e−x

.

习习习题题题 3.2.10. [∗]解方程组
d
dx

 y1

y2

 =
 1 1

0 1


 y1

y2

 .
Solution. 考虑A =

 1 1

0 1

 =
 1 0

0 1

 +
 0 1

0 0

 = I2 +N,则计算矩阵指数有

exA = ex(I2+N) = exI2 exN

=

 ∞∑
k=0

(xI2)k

k!


 ∞∑

k=0

(xN)k

k!


=

 ex 0

0 ex


 1 x

0 1

 =
 ex xex

0 ex

 ,
此即所求基本解矩阵Φ(x),于是通解为Φ(x)c. □
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习习习题题题 3.2.11. 解方程
d3y
dx3 + 3

dy
dx
− 4y = 0.

Solution. 考虑特征方程λ3 + 3λ − 4 = 0,其解为λ1 = 1, λ2 =
−1 + i

√
15

2
, λ3 =

−1 − i
√

15
2

,由此方程

有基本解组

φ1(x) = ex, φ2(x) = e
−1+i

√
15

2 x, φ3(x) = e
−1−i

√
15

2 x,

也即有实基本解组

φ1(x) = ex, φ̃2(x) = e−
1
2 x cos

√
15
2

x, φ̃3(x) = e−
1
2 x sin

√
15
2

x,

从而方程通解为y = C1ex + C2e−
1
2 x cos

√
15
2 x + C3e−

1
2 x sin

√
15
2 x. □

补补补充充充习习习题题题 3.14. 解方程
d2y
dx2 +

dy
dx
− 2y = 2x.

[Hint]通解为y = C1ex + C2e−2x
− x −

1
2

. 特解的计算可利用后文补充习题3.26的结果.

习习习题题题 3.2.12. 解方程x2 d2y
dx2 + 5x

dy
dx
+ 13y = 0.

Solution. x > 0时,令x = et,则方程化为
d2y
dt2 + 5

dy
dt
+ 13y = 0.

考虑特征方程λ2 + 5λ + 13 = 0,其解为λ1 = −2 + 3i, λ2 = −2 − 3i,则方程有实基本解组

φ1(t) = e−2t cos 3t, φ2(t) = e−2t sin 3t,

从而方程通解为y = C1
cos(3 ln |x|)

x2 + C2
sin(3 ln |x|)

x2 . x < 0时令x = −et类似讨论即可. □

[Remark]上述方程为Euler方程.

习习习题题题 3.2.13. 解方程
d4y
dx4 + 2

d2y
dx2 + y = sin x.

Solution. 特征方程λ4 + 2λ2 + 1 = 0解为λ1 = λ2 = i, λ3 = λ4 = −i,则其相应齐次方程有实基本解组

φ1(x) = cos x, φ2(x) = sin x, φ3(x) = x cos x, φ4(x) = x sin x,

接着由i为特征多项式的2重根,考虑设方程由形如Kx2 sin x的特解,代回可得K = −
1
8

.

由此,方程通解为y = C1 cos x + C2 sin x + C3x cos x + C4x sin x −
1
8

x2 sin x. □

补补补充充充习习习题题题 3.15. 解方程
d2y
dx2 − 2

dy
dx
+ 2y = 4ex cos x.

[Hint]通解为y = C1ex cos x+C2ex sin x+ 2xex sin x. 特解的计算既可以利用补充习题3.26的结果,也可以

注意到1 + i为特征多项式的1重根,于是待定方程有形如K1xex sin x + K2xex cos x的特解代回计算.
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3.3 常微分方程一般理论

习习习题题题 3.3.1. [∗]考虑初值问题

 dy
dx = f (x, y),

y(x0) = y0,
其中 f连续,且对变量y单调递减,证明：初值问题在右侧的

解（即x ≥ x0上的解）是唯一的.

Proof. 设y = y1(x), y = y2(x)(x ≥ x0)均为题述初值问题的解, 假设存在x1 > x0, 使得y1(x1) , y2(x1)

（不妨设y1(x1) < y2(x1)）,令

x̃ = sup{x ∈ [x0, x1] : y1(x) = y2(x)},

则r(x) = y2(x) − y1(x) > 0(x ∈ (x̃, x1]),但此时由 f的单调性,可见

r′(x) = y′2(x) − y′1(x) = f (x, y2(x)) − f (x, y2(x)) ≤ 0,

由此矛盾,这表明初值问题必定在右侧有唯一解. □

[Remark]但需注意,上述条件不足以保证左侧解的唯一性.

习习习题题题 3.3.2. [∗]考虑初值问题

 dy
dx = (x2

− y2) f (x, y),

y(x0) = y0,
其中 f在R2上连续,且y f (x, y) > 0(y , 0),证明：对

任意点(x0, y0),当x0 < 0且|y0|适当小时,初值问题的解可延伸到x ∈ (−∞,∞).

Proof.易见 f (x, 0) = 0(∀x ∈ R). 注意到y = ±x, 0为方程的水平等斜线,利用单调性讨论即知命题成立

（具体过程略）. □

补补补充充充习习习题题题 3.16. [∗]考虑初值问题  dy
dx = (y2

− 2y − 3)e(x+y)2
,

y(x0) = y0,

证明：初值问题的解至少可延伸到x = −∞或x = ∞的某一侧.

[Hint]注意y = −1和y = 3是方程的水平等斜线.

习习习题题题 3.3.3. [∗]考虑带参数的初值问题

 dy
dx = sin(λxy),

y(ξ) = η,
记其解为y = φ(x; ξ, η, λ),计算

∂φ

∂ξ

∣∣∣∣∣
ξ=η=0

,
∂φ

∂η

∣∣∣∣∣
ξ=η=0

,
∂φ

∂λ

∣∣∣∣∣
ξ=η=0

Solution. 考虑原问题等价的积分方程

φ(x; ξ, η, λ) = η +
∫ x

ξ

sin(λxφ(x; ξ, η, λ))dx,

求导计算,可见u =
∂φ

∂ξ
满足初值问题

 du
dx = λx cos(λxφ)u,

u(ξ) = − sin(λξη),
从中解得

u = − sin(λξη)e
∫ x
ξ
λx cos(λxφ)dx

代入ξ = η = 0即得
∂φ

∂ξ

∣∣∣∣∣
ξ=η=0

= 0,类似地可以得到
∂φ

∂η

∣∣∣∣∣
ξ=η=0

= e
λx2

2 ,
∂φ

∂λ

∣∣∣∣∣
ξ=η=0

= 0. □
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补充习题

补补补充充充习习习题题题 3.17. 解方程
dy
dx
= x3y3

− xy.

[Hint]令
1
y2 = u换元.通解为(Cex2

+ x2 + 1)y2 = 1（C为任意常数）,特解为y = 0.

补补补充充充习习习题题题 3.18. 解方程3xy2 dy
dx
+ y3 + x3 = 0.

[Hint]令y3 = u换元化为一阶线性常微分方程. 通解为y3 = −
x3

4
+

C
x
（C为任意常数）.

补补补充充充习习习题题题 3.19. [∗]考虑线性方程
dy
dx
+ p(x)y = q(x),其中p, q均为以ω > 0为周期的连续函数,证明：

1. 若q(x) ≡ 0,则方程的解以ω为周期,当且仅当p的平均值P =
1
ω

∫ ω

0
p(x)dx = 0.

2. 若q(x) . 0,则方程有唯一ω周期解,当且仅当p的平均值（同上定义）P , 0.

[Hint]第2小题,方程的ω周期解为

y =

∫ x+ω

x
q(s) exp

(∫ s

x
p(t)dt

)
ds

eωP − 1
.

补补补充充充习习习题题题 3.20. 形如
dy
dx
= p(x)y2 + q(x)y + r(x)

的方程称为Riccati方程,其中p, q连续, p(x) . 0,考虑以下问题：

1. 若已知Riccati方程的一个特解y = φ0(x),证明：方程可转化为Bernoulli方程

du
dx
= (2p(x)φ0(x) + q(x))u + p(x)u2.

2. 将二阶常微分方程
d2y
dx2 + p(x)

dy
dx
+ q(x)y = 0化为Riccati方程.

3. 求解特殊的Riccati方程
dy
dx
+ y2 +

1
4x2 = 0.

[Hint]第1小题,令y = u + φ0(x)换元.第2小题,令y = e
∫

udx换元,即有
dy
dx
= uy. 第3小题,令xy = u换元,

通解为(ln |x| + C)(2xy − 1) = 2（C为任意常数）,特解为2xy = 1.

补补补充充充习习习题题题 3.21. 应用习题3.1.8的结果,给出方程Pdx +Qdy = 0有积分因子µ(x2 + y2)的条件.

[Hint]条件为
P′y −Q′x

2xQ − 2yP
=M(x2 + y2),

其中M为待定的函数.
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补补补充充充习习习题题题 3.22 (Clairaut方程). [∗]设 f为二次连续可微函数,且 f ′′ , 0,解方程

y = x
dy
dx
+ f

(
dy
dx

)
,

并分析其通解积分曲线族与特解积分曲线的关系.

[Hint]通解为y = Cx + f (C)（C为任意常数）,特解为y = xq(x) + f (q(x)), q(x)为− f ′(x)的反函数.

补补补充充充习习习题题题 3.23. [∗]解方程
(

dy
dx

)2

+ y − x = 0.

[Hint]通解为

 x = C − 2v − 2 ln |v − 1|,

y = C − 2v − 2 ln |v − 1| − v2,
特解为y = x − 1.

补补补充充充习习习题题题 3.24. [∗] 考虑线性方程组
dy
dx
= A(x)y + β(x), 其中A,β均为以ω > 0为周期的连续函数, 证明：

若相应齐次方程组的任意解y(x)均满足lim
x→∞

y(x) = 0, 则上述方程组有唯一的ω-周期解y = ψ0(x), 且对其

任意解y = ψ(x),均有

lim
x→∞

(ψ(x) −ψ0(x)) = 0,

即任意解均渐近于ω-周期解.

[Hint]利用Massera准则（习题3.2.4）可得ω-周期解的存在性,习题3.2.3的结果则给出唯一性.

补补补充充充习习习题题题 3.25. [∗]考虑边值问题  dy
dx = A(x)y + β(x),

y(x1) = y(x2) = 0,

其中A,β均在(a, b)上连续, x1, x2 ∈ (a, b),证明：若相应齐次方程组的边值问题仅有平凡解y = 0,则上述边

值问题必有解.

[Hint]将解表示出来,然后转化为线性方程组的问题.

补补补充充充习习习题题题 3.26. 考虑二阶非齐次线性方程
d2y
dx2 + p(x)

dy
dx
+ q(x)y = f (x), 其中p, q, f均在(a, b)上连续, 现

设y = φ1(x)与y = φ2(x)为其相应齐次方程的特解,证明：方程通解为

y = C1φ1(x) + C2φ2(x) +
∫ x

x0

φ1(t)φ2(x) − φ1(x)φ2(t)
φ1(t)φ′2(t) − φ′1(t)φ2(t)

f (t)dt.

[Hint]利用常数变易法,或直接转化为一阶线性方程组利用通解表达式的结果.

补补补充充充习习习题题题 3.27 (第一比较定理). [∗]设Ω ⊂ R2为区域, f , g在Ω上连续,满足 f (x, y) < g(x, y)((x, y) ∈ Ω),设

函数y = φ(x)与y = ψ(x)分别为初值问题 dy
dx = f (x, y),

y(x0) = y0,

 dy
dx = g(x, y),

y(x0) = y0,

在x ∈ (a, b)上的解,证明：

 φ(x) > ψ(x), a < x < x0,

φ(x) < ψ(x), x0 < x < b.
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4 数项级数与函数项级数

4.1 数项级数及其审敛

习习习题题题 4.1.1. 讨论级数
∞∑
n

sin(na)的敛散性,其中a ∈ R为参数.

Solution. 当a = kπ, k ∈ Z时, sin(na) ≡ 0,自然级数收敛.

下设a , kπ(∀k ∈ Z),断言lim
n→∞

sin(na) , 0：否则,也有lim
n→∞

sin[(n + 1)a] = 0,于是

sin a = sin[(n + 1)a − na] = sin[(n + 1)a] cos(na) − cos[(n + 1)a] sin(na)→ 0,n→∞,

这与a , kπ矛盾. 于是原级数必定发散. □

习习习题题题 4.1.2. 证明：级数
∞∑

n=1

δn

n
发散,其中δn =

 −1, 3|n

1, otherwise.

Proof. 记级数部分和序列为{Sn},考虑

S6n − S3n =

n∑
k=1

[
1

3(n + k) − 2
+

(
1

3(n + k) − 1
−

1
3(n + k)

)]
>

n∑
k=1

1
3(n + k) − 2

> n ·
1

6n
=

1
6
,

由Cauchy收敛准则即知级数发散. □

习习习题题题 4.1.3. 设正项级数
∞∑
n

an收敛,且{an}单调递减,证明： lim
n→∞

nan = 0.

Proof. 由Cauchy收敛准则,对任意ε > 0,存在N ∈N+,使得当n > N时有

(n −N)an < aN+1 + · · · + an < ε,

其中利用{an}单调递减.特别取n = 2N就有(0 <)
n
2

an < ε,这即给出命题成立. □

习习习题题题 4.1.4. 讨论级数
∞∑

n=1
an的敛散性,其中an =

 1
n , ∃k ∈N+,n = k2

1
n2 , otherwise.

Solution. 记级数部分和序列为{Sn},考虑

Sn ≤

n∑
k=1

1
k2 +

∑
k2≤n

1
k2 ≤ 2

n∑
k=1

1
k2 ,

其中注意
n∑

k=1

1
k2 < +∞,即知原级数收敛. □

[Remark]此题给出一例,说明习题4.1.3中的结论在去掉数列单调性条件后不成立.
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习习习题题题 4.1.5 (Sapagov). 设正项数列{an}单调递减,证明： lim
n→∞

an = 0当且仅当级数
∞∑
n

(
1 −

an+1

an

)
发散.

Proof. 记bn = 1 −
an+1

an
. 由正项数列{an}单调递减,必存在a = lim

n→∞
an(a ≥ 0).

若a > 0,则有bn ≤
1
a

(an − an+1),而

∞∑
n

(an − an+1) = lim
n→∞

(a1 − an+1) = a1 − a

收敛,由比较判别法即知
∞∑
n

bn收敛.

若a = 0,则
n+p∑

k=n+1

bk ≥

n+p∑
k=n+1

ak − ak+1

an+1
= 1 −

an+p+1

an+1
,

对任意给定的n ∈N+,由于lim
n→∞

an = 0,总是可取充分大的p ∈N+,使得上式大于
1
2

,故由Cauchy收敛准则

可知必有
∞∑
n

bn发散. □

习习习题题题 4.1.6 (Kummer判别法). 考虑正项级数
∞∑
n

an,证明：

1.
∞∑
n

an收敛,当且仅当存在正项数列{bn}与α > 0,使得当n充分大时有bn
an

an+1
− bn+1 ≥ α.

2.
∞∑
n

an发散,当且仅当存在发散的正项级数
∞∑
n

1
bn

,使得当n充分大时有bn
an

an+1
− bn+1 < 0.

Proof. 1. “⇒”：由条件可得anbn − an+1bn+1 ≥ αan+1 > 0,这表明{anbn}为单调递减的正项数列,相应

有极限,进而
∞∑
n

(anbn − an+1bn+1)收敛,由比较判别法即知
∞∑
n

an收敛.

“⇐”：记
∞∑
n

an的余项序列为{Rn},令bn =
Rn

an
,则有bn

an

an+1
− bn+1 =

Rn − Rn+1

an+1
= 1,取α = 1即可.

2. “⇒”：只需注意
an+1

an
>

1
bn+1

1
bn

,由比较判别法的比值形式即知
∞∑
n

an发散.

“⇐”：记
∞∑
n

an的部分和序列为{Sn},令bn =
Sn

an
,则有bn

an

an+1
− bn+1 =

Sn − Sn+1

an+1
= −1 < 0,同时

n+p∑
k=n+1

1
bk
=

n+p∑
k=n+1

ak

Sk
≥

n+p∑
k=n+1

ak

Sn+p
= 1 −

Sn

Sn+p
,

对任意给定的n ∈ N+, 由于{Sn}发散, 总是可取充分大的p ∈ N+, 使得上式大于
1
2

, 故由Cauchy收敛准则

可知必有
∞∑
n

1
bn
发散. □

[Remark]通过选取恰当的{bn},可由Kummer判别法导出各种正项级数的比值判别法.
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习习习题题题 4.1.7 (Cauchy凝聚判别法). 设正项数列{an}单调递减, 证明：级数
∞∑

n=1
an收敛当且仅当

∞∑
k=0

2ka2k收敛,

后者称为凝聚项级数.

Proof. 由单调性,考虑2k−1a2k ≤ a2k−1+1 + · · · + a2k ≤ 2k−1a2k−1 ,对k从1到n求和有

1
2

n∑
k=1

2ka2k ≤

2n∑
l=2

al ≤

n−1∑
k=0

2ka2k ,

即知
∞∑

n=1
an与

∞∑
k=0

2ka2k敛散性相同. □

习习习题题题 4.1.8 (Ermakov判别法). [∗]设 f为R上单调递减的正值函数,且 lim
x→+∞

ex f (ex)
f (x)

= δ,证明：若δ < 1,则

级数
∞∑
n

f (n)收敛,否则该级数发散.

Proof. 由Cauchy积分判别法,级数
∞∑
n

f (n)与广义积分
∫ +∞

1
f (x)dx同敛散.

现取x1 = 1, x2 = e, · · · , xn = exn−1 , · · · ,自然{xn}单调递增趋于正无穷大,此时考虑

In :=
∫ xn+1

xn

f (x)dx =
∫ exn

exn−1

f (x)dx =
∫ xn

xn−1

ex f (ex)dx,

注意
∞∑

n=1
In与

∫ +∞

1
f (x)dx亦同敛散.

若δ < 1,则存在X > 1,使得x > X时有ex f (ex) <
1 + δ

2
f (x)（注意δ <

1 + δ
2

< 1）,也即有

In =

∫ xn

xn−1

ex f (ex)dx ≤
1 + δ

2
In−1,

这表明
∞∑

n=1
In收敛（d’Alembert判别法）,于是原级数亦收敛.

若δ > 1,则存在X > 1,使得x > X时有ex f (ex) > f (x),也即有

In =

∫ xn

xn−1

ex f (ex)dx > In−1,

自然
∞∑

n=1
In发散,于是原级数亦发散. □

补补补充充充习习习题题题 4.1. 分别利用Cauchy凝聚判别法与Ermakov判别法,讨论级数
∞∑
n

1
np0 (ln n)p1 · · · (ln · · · ln︸  ︷︷  ︸

k

n)pk

的敛散性,其中p0, p1, · · · , pk > 0为参数.

[Hint] p0 > 1与< 1分别对应级数收敛与发散,而p0 = 1时p1 > 1与< 1分别对应级数收敛与发散,……以此

类推,当p0 = p1 = · · · = pk = 1时级数发散.
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习习习题题题 4.1.9. 讨论以下级数的敛散性：

1.
∞∑
n

[
e −

(
1 +

1
n

)n]
.

2.
∞∑
n

1
ln(n + 1)

sin
1
n

.

3.
∞∑
n

 n
√

a −

√
1 +

1
n

,其中a > 0为参数.

Solution. 1. 由e −
(
1 +

1
n

)n

= e − exp
(
n ln

(
1 +

1
n

))
=

e
2n
+O

( 1
n2

)
(n→∞),即知级数发散.

2. 由
1

ln(n + 1)
sin

1
n
= O∗

( 1
n ln n

)
(n→∞),即知级数发散.

3. 考虑
n
√

a −

√
1 +

1
n
= e

1
n ln a
−

(
1 +

1
n

) 1
2

=
2 ln a − 1

2n
+

4(ln a)2 + 1
8n2 +O

( 1
n3

)
,

由此即知a =
√

e时级数收敛,否则级数发散. □

补补补充充充习习习题题题 4.2. [∗]考虑正项级数
∞∑
n

an,记Kn =
(
1 − n
√

an

) n
ln n

,证明：

1. 若存在p > 1,使得当n充分大时有Kn ≥ p,则级数收敛.

2. 若当n充分大时有Kn ≤ 1,则级数发散.

[Hint]估计可得
(
1 −

p ln n
n

)n

= O∗
( 1

np

)
(n→∞).

习习习题题题 4.1.10. [∗]讨论级数
∞∑
n

α(α + 1) · · · (α + n − 1)
n!

的敛散性,其中α ∈ R为参数,不取非正整数.

Solution. α = 1时
α(α + 1) · · · (α + n − 1)

n!
≡ 1,级数发散.

下设α , 1,取K ∈N+充分大,使得k > K时
∣∣∣∣∣1 − αk

∣∣∣∣∣ < 1,则n > K时就有

α(α + 1) · · · (α + n − 1)
n!

=

n∏
k=1

(
1 −

1 − α
k

)
= C

n∏
k=K

(
1 −

1 − α
k

)
= C exp

 n∑
k=K

ln
(
1 −

1 − α
k

)
= C exp

−(1 − α)
n∑

k=K

1
k
+

n∑
k=K

O
( 1

k2

)
= O∗

(
exp[−(1 − α) ln n]

)
= O∗

( 1
n1−α

)
,n→∞,

其中利用
n∑
k

1
k
− ln n = O∗(1)以及

∞∑
k

1
k2 = O∗(1)(n→∞),于是α < 0时原级数收敛,否则级数发散. □
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习习习题题题 4.1.11. 讨论级数
∞∑
n

[
(2n − 1)!!

(2n)!!

]α
的敛散性,其中α ∈ R为参数.

Solution. 利用Wallis公式可得
(2n)!!

(2n − 1)!!
= O∗(

√
πn)(n→∞),故

[
(2n − 1)!!

(2n)!!

]α
= O∗

( 1
n α

2

)
,n→∞,

由此即知α > 2时级数收敛,否则级数发散. □

习习习题题题 4.1.12. 讨论级数
∞∑
n

n!
( a

n

)n

的敛散性,其中a > 0为参数.

Solution. 利用Stirling公式可得n! = O∗
[
√

2πn
(n

e

)n]
(n→∞),故

n!
( a

n

)n

= O∗
[
n

1
2

(a
e

)n]
,n→∞,

由此即知a < e时级数收敛,否则级数发散. □

习习习题题题 4.1.13. 讨论级数
∞∑
n

an

1 + a2n的敛散性,其中a > 0为参数.

Solution. a = 1时易见级数发散.

若a < 1,由
an

2
<

an

1 + a2n < an可见lim
n→∞

n

√
an

1 + a2n = a < 1,由Cauchy根值判别法知级数收敛.

若a > 1,考虑lim
n→∞

n

√
an

1 + a2n = lim
n→∞

n

√
a−n

1 + a−2n =
1
a
< 1,由Cauchy根值判别法知级数亦收敛. □

习习习题题题 4.1.14. 判断级数
∞∑

n=1

√√√√√
2 −

√
2 + · · · +

√

2︸            ︷︷            ︸
n−1

=
√

2 +
√

2 −
√

2 +

√
2 −

√
2 +
√

2 + · · ·的敛散性.

Solution. 注意
√

2 = 2 cos
π
4

,立即得到级数通项为2 sin
π

2n+1 ,再由

lim
n→∞

2 sin π
2n+1

2 sin π
2n+2

= 2,

利用d’Alembert判别法即知级数收敛. □

习习习题题题 4.1.15. 讨论级数
∞∑
n

a(a + c) · · · [a + (n − 1)c]
b(b + c) · · · [b + (n − 1)c]

的敛散性,其中a, b, c > 0为参数.

Solution. 记级数各项为an,考虑

an

an+1
=

b + nc
a + nc

= 1 +
b − a

cn
+O

( 1
n2

)
,

于是由Gauss判别法可知当b − a > c时级数收敛,否则级数发散. □

补补补充充充习习习题题题 4.3. 利用Gauss判别法（或Raabe判别法）重新讨论习题4.1.11与习题4.1.12.
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习习习题题题 4.1.16. 设不定项级数
∞∑

n=1
an（条件）收敛,证明：可以通过适当结合其各项得到绝对收敛级数.

Proof. 记
∞∑

n=1
an的部分和序列为{Sn},由其收敛,反复利用Cauchy收敛准则,可取递增指标子列{pk}

∞

k=0,

其中p0 = 0,且使得

|Sp2 − Sp1 | <
1
2
, · · · , |Spk+1 − Spk | <

1
2k
,

现作级数的结合
∞∑

k=0
(apk+1 + · · · + apk+1 ),相应绝对值级数为

∞∑
k=0

|apk+1 + · · · + apk+1 | =

∞∑
k=0

|Spk+1 − Spk | < |Sp1 | +

∞∑
k=1

1
2k
< +∞,

这即表明
∞∑

k=0
(apk+1 + · · · + apk+1 )绝对收敛. □

习习习题题题 4.1.17. 设不定项级数
∞∑
n

an（条件）收敛,证明：若对该级数作重排,但每项在重排前后的位置指标

相差不超过m（m > 0为给定的常数）,则重排级数的和不变.

Proof. 记
∞∑
n

an的部分和序列为{Sn}, 并记重排后级数的部分和序列为{S̃n}. 由条件可知, 当n > m时,

Sn中前n −m项未被替换,设后m项中ap1 , · · · , apk (k ≤ m)分别被ap̃1 , · · · , ap̃k所替换,则

|S̃n − Sn| ≤ |ap1 | + · · · + |apk | + |ap̃1 | + · · · + |ap̃k |,

由lim
n→∞

an = 0,则对任意ε > 0,可取N ∈N+,使得p > N时|ap| < ε,由此令n > N +m,就有

上式 < 2kε < 2mε,

这即表明lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

S̃n,级数和不变. □

习习习题题题 4.1.18. 设级数
∞∑

n=1
an为

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
的重排,其中{an}的正项与负项的顺序在重排前后相同, 记其前n项

中有pn个正项,证明：若有lim
n→∞

pn

n
= p ∈ (0, 1),则

∞∑
n=1

an = ln 2 +
1
2

ln
p

1 − p
.

Proof. 记
∞∑

n=1
an的部分和序列为{Sn},则有

Sn =

(
1 +

1
3
+ · · · +

1
2pn − 1

)
−

(
1
2
+

1
4
+ · · · +

1
2n − 2pn

)
=

2pn∑
k=1

1
k
−

1
2

pn∑
k=1

1
k
−

1
2

n−pn∑
k=1

1
k

= ln(2pn) −
1
2

ln pn −
1
2

ln(n − pn) + o(1) = ln 2 +
1
2

ln
pn

n − pn
+ o(1),

令n→∞,由条件即知命题成立. □

[Remark]此题给出了Riemann重排定理的一个具体例子.
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补补补充充充习习习题题题 4.4. 计算级数
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
的重排和1 +

1
3
−

1
2
+

1
5
+

1
7
−

1
4
+ · · · .

[Hint]使用习题4.1.18的解题方法,但不要硬套结论. 答案为
3
2

ln 2.

习习习题题题 4.1.19. 判断级数
∞∑

n=1

(−1)[
√

n]

n
的敛散性,其中[

√
n]表示[

√
n]的整数部分.

Solution. 考虑将级数中相邻的同号项合并得到交错级数
∞∑

n=1
(−1)nan,其中

an =

(n+1)2
−1∑

k=n2

1
k
=

1
n2

2n∑
k=0

1
1 + k

n2

=
1
n2

2n∑
k=0

[
1 −

k
n2 +O

(
k2

n4

)]
=

2
n
−

1
n2 +O

( 1
n3

)
,n→∞,

由此lim
n→∞

an = 0,且n充分大后an单调递减,由Leibniz判别法即知
∞∑

n=1
(−1)nan收敛,于是原级数亦收敛.

而
∞∑

n=1

(−1)[
√

n]

n
的绝对值级数为调和级数,自然发散,因此其条件收敛. □

习习习题题题 4.1.20. 判断级数
∞∑
n

(−1)n

√
n + (−1)n

的敛散性.

Solution. 考虑级数
∞∑
n

(−1)n

√
n
收敛,与原级数相减得到

∞∑
n

[
(−1)n

√
n
−

(−1)n

√
n + (−1)n

]
=

∞∑
n

1
√

n[
√

n + (−1)n]
,

容易看到上述正项级数发散,故原级数必发散. □

[Remark]此题给出一例,说明Leibniz判别法在级数各项绝对值非单调时不成立,同时说明在判断不定号

级数的收敛性时不能随意换为等价量来判断.

习习习题题题 4.1.21. [∗]讨论级数
∞∑
n

ln
(
1 +

(−1)n

nα

)
的敛散性,其中α > 0为参数.

Solution. 记an = ln
(
1 +

(−1)n

nα

)
, bn =

(−1)n

nα
, cn = bn − an,作估计有

an = ln
(
1 +

(−1)n

nα

)
=

(−1)n

nα
−

1
2n2α +O

( 1
n3α

)
⇒ cn =

1
2n2α +O

( 1
n3α

)
,n→∞,

当0 < α ≤
1
2
时,

∞∑
n

bn条件收敛,
∞∑
n

cn发散,故原级数
∞∑
n

an发散.

当
1
2
< α ≤ 1时,

∞∑
n

bn亦条件收敛,
∞∑
n

cn绝对收敛,故原级数
∞∑
n

an条件收敛.

当α > 1时,
∞∑
n

bn与
∞∑
n

cn均绝对收敛,故原级数
∞∑
n

an绝对收敛. □
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习习习题题题 4.1.22. [∗]讨论级数
∞∑
n

sin
(
π

√
n2 + p2

)
的敛散性,其中p > 0为参数.

Solution. 考虑

sin
(
π

√
n2 + p2

)
= (−1)n sin

(
π

√
n2 + p2 − nπ

)
= (−1)n sin

πp2√
n2 + p2 + n

,

故当n充分大后,原级数为通项单调递减的交错级数,由Leibniz判别法即知级数收敛.

接着考虑 ∣∣∣∣∣∣∣(−1)n sin
πp2√

n2 + p2 + n

∣∣∣∣∣∣∣ = sin
πp2√

n2 + p2 + n
= O∗

(1
n

)
,n→∞,

即知原级数条件收敛. □

习习习题题题 4.1.23. 讨论级数1 −
1
2q +

1
3p −

1
4q +

1
5p − · · ·的敛散性,其中p, q ∈ R为参数.

Solution. 首先易见p, q > 1时级数绝对收敛,而min{p, q} ≤ 0时级数发散.

当0 < p < 1 < q或0 < q < 1 < p时,考虑原级数为
∞∑

n=1

1
(2n − 1)p与

∞∑
n=1

1
(2n)q之差,其一收敛而另一发散,

故原级数发散.

当0 < p = q ≤ 1时,自然级数条件收敛.

当0 < p, q ≤ 1而p , q时,记级数部分和序列为Sn,考虑

S2n =

n∑
k=1

1
(2k − 1)p −

n∑
k=1

1
(2k)q ,

利用积分估计有
n∑

k=1

1
(2k − 1)p = O∗

(∫ n

1

dx
(2x − 1)p

)
= O∗

( 1
np−1

)
,n→∞,

n∑
k=1

1
(2k)q = O∗

(∫ n

1

dx
(2x)q

)
= O∗

( 1
nq−1

)
,n→∞,

可见S2n在n→∞时为无穷大量,故级数发散. □

习习习题题题 4.1.24. 讨论级数
∞∑

n=1

sin(nx)
n
的敛散性,其中x ∈ (0, π)为参数.

Solution. 考虑 ∣∣∣∣∣∣∣
n∑

k=1

sin(kx)
k

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣cos x

2 − cos
[(

n + 1
2

)
x
]

2 sin x
2

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ sin−1 x
2

有界,而
1
n
单调递减趋于0,由Dirichlet判别法即知原级数收敛.

接着考虑 ∣∣∣∣∣sin(nx)
n

∣∣∣∣∣ ≥ sin2(nx)
n

=
1

2n
−

cos(2nx)
2n

,

与前类似地可由Dirichlet判别法证明
∞∑

n=1

cos(2nx)
2n

收敛,而
∞∑

n=1

1
2n
发散,由此即知原级数条件收敛. □
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4.2 函数列,函数项级数及其审敛

习习习题题题 4.2.1. 考虑E ⊂ R上的函数列{ fn}
∞

n ,证明：在X上 fn ⇒ f (n→∞),当且仅当

lim
n→∞

sup
x∈E
| fn(x) − f (x)| = 0.

Proof. 按照定义, fn ⇒ f (n→∞)即对任意ε > 0,存在N ∈N+,使得n > N时有

| fn(x) − f (x)| < ε, x ∈ E,

此即lim
n→∞

sup
x∈E
| fn(x) − f (x)| = 0. □

习习习题题题 4.2.2. 判断函数列 fn(x) =
(
1 +

x
n

)n

在R上的敛散性.

Solution. lim
n→∞

fn(x) = ex,下证其在R上不一致收敛：

否则,对任意ε > 0,存在N ∈N+,使得n > N时有∣∣∣∣∣(1 + x
n

)n

− en
∣∣∣∣∣ < ε, x ∈ R,

但特别取x = n,则|2n
− en
| < ε,这在n充分大时不成立,矛盾. □

补补补充充充习习习题题题 4.5. 判断下列函数列在相应区间上的敛散性：

1. fn(x) =
2nx

1 + n2x2在[0, 1]或[1,+∞)上.

2. fn(x) = e−(x−n)2
在[a, b] ⊂ R或R上.

[Hint]第1小题, 注意lim
n→∞

fn(x) = 0, fn

(1
n

)
= 1, 其在[0, 1]上不一致收敛, 在[1,+∞)上一致收敛. 第2小题,

注意lim
n→∞

fn(x) = 0, fn(n) = 1,其在[a, b]上一致收敛,在R上不一致收敛.

习习习题题题 4.2.3. 设 f ∈ C1(a, b),令 fn(x) = n
(

f
(
x +

1
n

)
− f (x)

)
,证明： fn在(a, b)上内闭一致收敛于 f ′.

Proof. 易见lim
n→∞

fn(x) = f ′(x). 现取[ã, b̃] ⊂ (a, b),往证 fn在其上一致收敛于 f ′：

对充分大的n,由Lagrange微分中值定理可得存在θn ∈ (0, 1),使得

| fn(x) − f ′(x)| =
∣∣∣∣∣ f ′ (x + θn

n

)
− f ′(x)

∣∣∣∣∣ ,
由 f ′在[ã, b̃]上连续,进而一致连续,于是对任意ε > 0,可取充分大的N,使得n > N时

θn

n
<

1
n
充分小,保证

上式< ε对x ∈ [ã, b̃]一致成立. □

补补补充充充习习习题题题 4.6. 设 f ∈ C(R),令 fn(x) =
1
n

n∑
k=1

f
(
x +

k
n

)
,证明： fn在R上内闭一致收敛于

∫ 1

0
f (x + t)dt.

[Hint]利用 f在任意闭区间上的一致收敛性进行估计.
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习习习题题题 4.2.4. 判断级数
∞∑

n=1
(−1)nxn(1 − x)在[0, 1]上的敛散性.

Solution. 由绝对值部分和序列S̃n =
∞∑

k=1
|(−1)kxk(1 − x)| = x − xn+1可见级数在[0, 1]上处处绝对收敛.

现估计原级数的余项Rn有

|Rn(x)| =

∣∣∣∣∣∣ (−1)n+1xn+1(1 − x)
1 + x

∣∣∣∣∣∣ ≤ xn+1(1 − x) ≤
(n + 1)n+1

(n + 2)n+2 <
1

n + 1
→ 0(n→∞), x ∈ [0, 1],

故级数在[0, 1]上一致收敛.

下面考虑级数的绝对一致收敛性,注意绝对值级数收敛于S̃(x) =

 x, 0 ≤ x < 1,

0, x = 1,
故有

sup
x∈[0,1]

|S̃n(x) − S̃(x)| = 1 ̸→ 0,n→∞,

这表明原级数不绝对一致收敛. □

习习习题题题 4.2.5. 判断级数
∞∑
n

un(x)在[0, 1]上的敛散性,其中un(x) =

 1
n ,

1
n+1 ≤ x < 1

n ,

0, otherwise.

Solution. 级数自然处处收敛,考虑其余项序列{Rn(x)},可见

|Rn(x)| =
∞∑

k=n+1

uk(x) ≤
1

n + 1
→ 0(n→∞), x ∈ [0, 1],

于是级数在[0, 1]上一致收敛. □

[Remark]此题给出一例, 说明一致收敛的函数项级数不一定总可由Weierstrass判别法审敛. 事实上, 可

用Weierstrass判别法判断级数
∞∑
n

un(x)在E ⊂ R上一致收敛,当且仅当级数
∞∑
n

sup
x∈E
|un(x)|收敛.

补补补充充充习习习题题题 4.7. 判断级数
∞∑
n

(−1)n

x + n
在(0,+∞)上的敛散性.

[Hint]利用Leibniz判别法可知级数在(0,+∞)上收敛,同时可见其条件收敛. 估计余项可知级数一致收敛.

但上述级数也无法用Weierstrass判别法审敛.

习习习题题题 4.2.6. 判断级数
∞∑
n

nx
1 + n5x2在R上的敛散性.

Solution. 考虑 ∣∣∣∣ nx
1 + n5x2

∣∣∣∣ = 1

2n 3
2

∣∣∣∣∣∣ 2n
5
2 x

1 + n5x2

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

2n 3
2

,

以
∞∑
n

1

2n 3
2

为强级数即知原级数在R上一致收敛. □

补补补充充充习习习题题题 4.8. 判断级数
∞∑
n

x2

enx在[0,+∞)上的敛散性.

[Hint]考虑函数
x2

enx最大值为
4

e2n2 ,由此利用Weierstrass判别法.级数在[0,+∞)上一致收敛.
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习习习题题题 4.2.7. 证明：级数
∞∑

n=1

sin(nx)
n
在[δ, π − δ]上一致收敛,但在[0, π]上不一致收敛.

Proof. 由习题4.1.24可知级数在(0, π)上条件收敛,此外易见其在x = 0, π处绝对收敛.

在[δ, π − δ]上,
1
n
关于n单调递减（一致）趋于0,同时∣∣∣∣∣∣∣

n∑
k=1

sin(kx)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ sin−1 x
2
≤ sin−1 δ

2
,

即
∞∑
n

sin(nx)的部分和序列一致有界,由Dirichlet判别法即知原级数一致收敛.

而在[0, π]上,取x =
π
4n
（或π −

π
4n
）,有∣∣∣∣∣∣∣

2n∑
k=n+1

sin(kx)
k

∣∣∣∣∣∣∣ >
2n∑

k=n+1

√
2

2k
<

1
2n

2n∑
k=n+1

√
2

2
=

√
2

4
,

这即表明级数不一致收敛（Cauchy收敛准则）. □

习习习题题题 4.2.8. 判断级数
∞∑
n

(1 − x)xn

1 − x2n sin(nx)在(δ, 1)(0 < δ < 1)上的敛散性.

Solution. 分解
(1 − x)xn

1 − x2n sin(nx) =
1

1 + xn ·
(1 − x)xn

1 − xn · sin(nx),

其中
∞∑
n

sin(nx)的部分和序列一致有界,同时
(1 − x)xn

1 − xn 关于n单调递减,且

(1 − x)xn

1 − xn =
xn

1 + x + · · · + xn−1 <
1
n
→ 0(n→∞), x ∈ (δ, 1),

则
(1 − x)xn

1 − xn 一致收敛于0,由Dirichlet判别法可知级数
∞∑
n

(1 − x)xn

1 − xn sin(nx)一致收敛,再由
1

1 + xn关于n单调

且一致有界,由Abel判别法即知原级数一致收敛. □

补补补充充充习习习题题题 4.9. 判断级数
∞∑
n

(−1)n−1 arctan(nx)

n + cos(nx)
n

在R上的敛散性.

[Hint]先应用Dirichlet判别法再应用Abel判别法.级数一致收敛.

习习习题题题 4.2.9. 设un(x) ∈ C[a, b],级数
∞∑
n

un(x)在(a, b)上一致收敛,证明：
∞∑
n

un(x)亦在[a, b]上一致收敛.

Proof. 应用Cauchy收敛准则,对任意ε > 0,由条件存在N ∈N+,当n > N时有∣∣∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

un(x)

∣∣∣∣∣∣∣ < ε(∀p ∈N+), x ∈ (a, b),

在上式中令x→ a + 0及x→ b − 0,即得级数在[a, b]上一致收敛. □

[Remark]反过来, 对级数
∞∑
n

un(x), 若un(x)在x = a处右连续（或左连续）, 但
∞∑
n

un(a)发散, 则
∞∑
n

un(x)必定

在[a, a + δ]（或[a − δ, a]）上不一致收敛,其中δ > 0充分小.
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习习习题题题 4.2.10 (Bendixon判别法). 设un(x)在[a, b]上可微, 且级数
∞∑
n

u′n(x)的部分和序列在[a, b]上一致有界,

证明：若级数
∞∑
n

un(x)在[a, b]上收敛,则亦一致收敛.

Proof. 由条件存在M > 0,使得∣∣∣∣∣∣∣
n∑

k=1

u′k(x)

∣∣∣∣∣∣∣ < M(∀n ∈N+), x ∈ [a, b].

现对任意ε > 0,取等距的分划a = x0 < x1 < · · · < xm = b,其中m充分大,使得
b − a

m
<

ε
4M

. 由Cauchy收敛

准则,存在N ∈N+,当n > N时有 ∣∣∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

uk(xi)

∣∣∣∣∣∣∣ < ε
2
, i = 0, 1, · · · ,m.

现在对任意x ∈ [a, b],设x ∈ [xi−1, xi],估计有∣∣∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

uk(x)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣∣

n+p∑
k=n+1

uk(xi)

∣∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣∣∣

n+p∑
k=n+1

(uk(x) − uk(xi))

∣∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

uk(xi)

∣∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣∣∣

n+p∑
k=n+1

u′k(ξi)

∣∣∣∣∣∣∣ |x − xi|

<
ε
2
+ 2M|x − xi| ≤ ε,

其中应用Lagrange微分中值定理得到ξi ∈ (x, xi),使得
n+p∑

k=n+1

(uk(x) − uk(xi)) =
n+p∑

k=n+1

u′k(ξi),

于是由Cauchy收敛准则即知
∞∑
n

un(x)一致收敛. □

习习习题题题 4.2.11 (Dini定理). 设 fn(x) ∈ C[a, b], 其在[a, b]上处处单调递增收敛于 f , 证明： fn ⇒ f (n → ∞), 当

且仅当 f (x) ∈ C[a, b].

Proof. “⇒”是自然的,下证“⇐”：任取ε > 0, 对任意x̃ ∈ [a, b], 由lim
n→∞

fn(x̃) = f (x̃), 存在N ∈ N+,

使得
∣∣∣ fN(x̃) − f (x̃)

∣∣∣ < ε
3

,由 fN与 f连续可取δ > 0,使得|x − x̃| < δ时有

| fN(x) − fN(x̃)| <
ε
3
, | f (x) − f (x̃)| <

ε
3
,

于是就有

| fN(x) − f (x)| < | fN(x) − fN(x̃)| + | fN(x̃) − f (x̃)| + | f (x̃) − f (x)| < ε,

且由 fn(x)关于n的单调性可知| fn(x) − f (x)| < ε在n > N时均成立.

现在,对每个点x̃ ∈ [a, b],取相应N(x̃)及δ(x̃),注意到{(x̃ − δ(x̃), x̃ + δ(x̃))}x∈[a,b]构成[a, b]的开覆盖,取其

有限子覆盖{(xi − δi, xi + δi)}ki=1, 其中xi对应Ni ∈ N+, 并令N0 = max
1≤i≤k
{Ni},则当n > N0时, 对任意x ∈ [a, b],

均有| fn(x) − f (x)| < ε,这即表明 fn ⇒ f (n→∞). □

[Remark]作为推论, Dini定理提供了一个判断正项函数项级数一致收敛的充要条件.
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习习习题题题 4.2.12. 证明：Riemann zeta函数ζ(x) =
∞∑

n=1

1
nx在(1,+∞)上收敛但不一致收敛,且在(1,+∞)上光滑.

Proof. 自然ζ(x)在(1,+∞)上收敛,但其不一致收敛,否则由习题4.2.9的结果可知其亦在[1,+∞)上一致

收敛,但ζ(1) =
∞∑

n=1

1
n
发散,矛盾.

现对任意x > 1,可取δ > 0使得[x − δ, x + δ] ⊂ (1,+∞),易见级数在该区间上一致收敛,而其通项连续,

即知ζ(x)处处连续. 接着,对ζ(x)逐项求导得到
∞∑

n=1

− ln n
nx ,对任意x > 1,仍可取[x − δ, x + δ] ⊂ (1,+∞),而该

级数在区间上一致收敛,于是ζ(x)处处可微,同理即可归纳地证明ζ(x)处处光滑. □

补补补充充充习习习题题题 4.10. 证明：函数 f (x) =
∞∑

n=1

sin(nx)
n3 在R上连续可微.

习习习题题题 4.2.13. 设 f (x) ∈ C∞(R), 其导数序列{ f (n)(x)}在任意有限区间上一致收敛于φ(x), 证明：φ(x) = Cex,

其中C为常数.

Proof. 只需注意在任意有限区间上,函数列{ f (n)(x)}及{ f (n+1)(x)}均一致收敛,于是有

φ′(x) =
d

dx

(
lim
n→∞

f (n)(x)
)
= lim

n→∞

d
dx

f (n)(x) = lim
n→∞

f (n+1)(x) = φ(x),

从而解微分方程即知φ(x) = Cex. □

习习习题题题 4.2.14. 考虑函数列 fn(x) = nαxe−nx,其中α ∈ R为参数,讨论满足以下条件的α的取值范围：

1. fn(x)在[0, 1]上一致收敛.

2. lim
n→∞

∫ 1

0
fn(x)dx =

∫ 1

0
lim
n→∞

fn(x)dx,即关于n的极限与关于x的积分可交换运算次序.

Solution. 1. 对任意α ∈ R均有lim
n→∞

fn(x) = 0. 求导可知max
x∈[0,1]

| fn(x)| = fn

(1
n

)
= nα−1e−1,故 fn(x)在[0, 1]上

一致收敛当且仅当α < 1.

2. 直接计算有 ∫ 1

0
fn(x)dx = nα−2

− (nα−2 + nα−1)e−n,

由此即知极限与积分可交换当且仅当α < 2. □

[Remark]此题给出一例,表明函数列的一致收敛性并不是极限与积分运算交换性的充要条件.

习习习题题题 4.2.15. 证明：
∫ 1

0

ln2 x
1 − x

dx =
∞∑

n=1

2
n3 .

Proof. 考虑函数项级数
∞∑

n=1
xn ln2 x,易见其在[0, 1]上一致收敛,于是有

∫ 1

0

ln2 x
1 − x

dx =
∫ 1

0

ln2 x +
∞∑

n=1

xn ln2 x

 dx =
∞∑

n=0

∫ 1

0
xn ln2 xdx =

∞∑
n=1

2
n3 ,

即命题成立. □
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习习习题题题 4.2.16. [∗]证明：
∫ 1

0

ln x
1 − x

dx = −
∞∑

n=1

1
n2 .

Proof. 考虑函数项级数
∞∑

n=1
tn ln t,对任意x ∈ (0, 1),可见该级数在[0, x]上一致收敛,于是有

∫ x

0

t ln t
1 − t

dt =
∫ x

0

∞∑
n=1

tn ln tdt =
∞∑

n=1

∫ x

0
tn ln tdt.

令un(x) =
∫ x

0
tn ln tdt = xn+1 (n + 1) ln x − 1

(n + 1)2 ,求导可知

max
x∈[0,1]

|un(x)| = |un(1)| =
1

(n + 1)2 ,

故
∞∑

n=1
un(x)在[0, 1]上一致收敛. 由此可见

∫ 1

0

t ln t
1 − t

dt = lim
x→1−0

∫ x

0

t ln t
1 − t

dt = lim
x→1−0

∞∑
n=1

∫ x

0
tn ln tdt =

∞∑
n=1

∫ 1

0
tn ln tdt = −

∞∑
n=1

1
(n + 1)2 ,

在上式两端加上

∫ 1

0
ln tdt即得命题成立. □

[Remark]注意此处
∞∑

n=1
xn ln x在[0, 1]上不一致收敛（可通过其和函数在x = 1处不连续看出）, 不能直接

应用级数与积分交换进行计算.

补补补充充充习习习题题题 4.11. [∗]证明：
∫ 1

0

sin(πt)
t

dt =
∞∑

n=0

∫ 1

0
tn sin(πt)dt.

[Hint]仿照习题4.2.16进行证明. 得到
∞∑

n=0

∫ 1

0
tn sin(πt)dt =

∫ 1

0

sin(πt)
1 − t

dt之后作换元即可.

4.3 幂级数与Taylor级数

习习习题题题 4.3.1. [∗]设实数列an满足lim
n→∞

n
√
|an| = 1,记其部分和序列为Sn,证明： lim

n→∞

n
√
|Sn| = 1.

Proof. 由条件可知幂级数
∞∑
n

anxn的收敛半径为1, 现只需证明幂级数
∞∑
n

Snxn的收敛半径也为1, 为此,

先记其收敛半径为r. 首先注意到
∞∑
n

xn
·

∞∑
n

anxn =

∞∑
n

Snxn

在x ∈ (−1, 1)上收敛,故r ≥ 1. 接着注意在
∞∑
n

Snxn收敛处,

(1 − x)
∞∑
n

Snxn =

∞∑
n

anxn

亦收敛,这表明r ≤ 1. 综上即有r = 1,命题成立. □
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习习习题题题 4.3.2. 计算幂级数
∞∑
n

(−1)[
√

n]

n
xn的收敛域,其中[

√
n]表示[

√
n]的整数部分.

Solution. 易见幂级数收敛半径为1. 在x = 1处,由习题4.1.19的结果可知级数收敛. 在x = −1处,考虑
∞∑
n

(−1)[
√

n](−1)n

n
=

∞∑
k

1
k2 +

∑
n,k2

(−1)n+[
√

n]

n
,

上式第一项自然收敛,而第二项为交错项级数,由Leibniz判别法即知其亦收敛. 于是,综上就有幂级数的

收敛域为[−1, 1]. □

补补补充充充习习习题题题 4.12. 计算幂级数
∞∑
n

(
1 +

1
n

)n2

xn的收敛域.

[Hint]答案为
(
−

1
e
,

1
e

)
.

习习习题题题 4.3.3. 计算幂级数
∞∑
n

xn2

2n 的收敛域.

Solution. 记级数为
∞∑
k

akxk,由

lim
k→∞

k
√
|ak| = lim

n→∞

n2

√∣∣∣∣∣ 1
2n

∣∣∣∣∣ = 1

即知幂级数收敛半径为1. 易见级数在x = ±1时均收敛,故收敛域为[−1, 1]. □

习习习题题题 4.3.4. [∗]令S(x) =
∞∑

n=1

xn

n2 ln(1 + n)
,证明：S(x)在[−1, 1]上连续,在x = −1处右可微,但在x = 1处左不

可微.

Proof. 考虑

lim
n→∞

n

√
1

n2 ln(1 + n)
= 1

可知幂级数收敛半径为1,且易见级数在x = ±1处收敛,同时通项均为连续函数,由此可知S(x)在[−1, 1]上

连续.

接着逐项求导得到S′(x) =
∞∑

n=1

xn−1

n ln(1 + n)
, x ∈ (−1, 1). 其在x = −1处收敛,于是在[−1, 0]上一致收敛,

从而S(x)在x = −1处右可微.

下证S(x)在x = 1处左不可微. 否则,

S′
−
(1) = lim

x→1−0

S(x) − S(1)
x − 1

= lim
x→1−0

S′(ξ)

存在,其中ξ ∈ (x, 1)由Lagrange微分中值定理得到,则有

S′
−
(1) ≥ lim

ξ→1−0

N∑
n=1

ξn−1

n ln(1 + n)
=

N∑
n=1

1
n ln(1 + n)

对任意N ∈N+成立,但级数
∞∑

n=1

1
n ln(1 + n)

发散,矛盾,因此S(x)必定在x = 1处左不可微. □
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习习习题题题 4.3.5. 计算幂级数
∞∑

n=1

2n + 1
2n+1 x2n的收敛域及和函数.

Solution. 考虑

lim
n→∞

2n

√∣∣∣∣∣2n + 1
2n+1

∣∣∣∣∣ = √2
2

可知幂级数收敛半径为
√

2,易见级数收敛域为(−
√

2,
√

2). 现在,考虑代换y =
x2

2
,则有

∞∑
n=1

2n + 1
2n+1 x2n =

∞∑
n=1

n
(

x2

2

)n

+
1
2

∞∑
n=1

(
x2

2

)n

=

∞∑
n=1

nyn +
1
2

∞∑
n=1

yn

=
y

(1 − y)2 +
y

2(1 − y)
=

x2(6 − x2)
2(2 − x2)

,

即和函数为S(x) =
x2(6 − x2)
2(2 − x2)

, x ∈ (−
√

2,
√

2). □

[Remark]对此题,也可注意到(2n + 1)x2n = (x2n+1)′,于是逐项积分求和之后再求微分进行计算.

习习习题题题 4.3.6. 计算幂级数1 +
∞∑

n=1

(2n − 1)!!
(2n)!!

xn的收敛域及和函数.

Solution. 考虑

lim
n→∞

(2n + 1)!!
(2n + 2)!!

/ (2n − 1)!!
(2n)!!

= 1

可知幂级数收敛半径为1. 在x = 1处,由习题4.1.11的结果可知级数发散,而在x = −1处,由Leibniz判别法

即知级数收敛. 于是,幂级数的收敛域为[−1, 1).

下面先在(−1, 1)上计算和函数S(x). 逐项求导可得

S′(x) =
∞∑

n=1

(2n − 1)!!
(2n)!!

nxn−1 =
1
2

1 +
∞∑

n=1

(2n − 1)!!
(2n)!!

(2n + 1)xn

 = 1
2

S(x) + xS′(x),

也即在(−1, 1)上有S′(x) +
1

2(x − 1)
S(x) = 0,此外有S(0) = 1,求解方程即得S(x) =

1
√

1 − x
. 在x = −1处,由

级数在[−1, 0]上一致收敛,故S(x)连续延拓到x = −1处即所求和函数. □

补补补充充充习习习题题题 4.13. 计算幂级数
∞∑

n=0

x2n

(2n)!
的收敛域及和函数.

[Hint]收敛域为R,和函数为cosh x. 注意和函数满足微分方程S′(x) + S(x) = ex.

补补补充充充习习习题题题 4.14. 计算
∞∑

n=1

(−1)n−1

4n2 − 1
的值.

[Hint]考虑幂级数
∞∑

n=1

(−1)n−1

4n2 − 1
x2n+1,其收敛域为[−1, 1]. 利用逐项微分可知其和函数为

S(x) =
∫ x

0
t arctan tdt =

1
2

(x2 arctan x − x + arctan x).

取S(1) =
π − 2

4
即得所求值.
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习习习题题题 4.3.7. 证明：若函数 f在x = 0附近展开为幂级数1 + a1x + · · · + anxn + · · · ,则函数
1
f
也可在x = 0附近

展开为幂级数.

Proof. 按收敛半径估计,可知存在r > 0,使得|an| < rn(n ∈N+). 待定数列bn,使得

(1 + a1x + · · · )(1 + b1x + · · · ) = 1,

展开乘积并按对应次幂项系数相同即得

b1 = −a1, b2 = −a1b1 − a2, · · · , bn = −a1bn−1 − · · · − an−1b1 − an, · · ·

下面归纳地证明bn有估计|bn| < 2n−1rn(n ∈N+).

n = 1的情形自然成立.现设命题对n < k的情形成立,对n = k的情形有

|bk| ≤ |a1bk−1| + · · · + |ak−1b1| + |ak| ≤ (2k−2 + · · · + 1)rk + rk = 2k−1rk.

由数学归纳法即知估计成立.

现在,在|x| <
1
2r
时幂级数1 + b1x + · · · + bnxn + · · ·收敛,从而在|x| < min

{
r,

1
2r

}
时,就有

1
1 + a1x + · · · + anxn + · · ·

= 1 + b1x + · · · + bnxn + · · · ,

这即表明
1
f
在x = 0附近展开为幂级数1 + b1x + · · · + bnxn + · · · . □

[Remark]利用此题结果可定义幂级数的除法.

习习习题题题 4.3.8 (Bernstein定理). [∗]设 f (x) ∈ C∞[−1, 1],且当x ∈ [−1, 1]时,总是有 f (n)(x) ≥ 0(∀n ∈N+). 证明：

函数 f (x)可在x ∈ (−1, 1)上展开为幂级数.

Proof.考虑 f的Taylor展开 f (x) = f (0) + f ′(0)x + · · · +
f (n)(0)

n!
xn + Rn(x),其中余项取积分形式

Rn(x) =
xn+1

n!

∫ 1

0
f (n+1)(tx)(1 − t)ndt.

按条件 f的各阶导数均非负且单调递增,于是有估计

0 ≤ Rn(x) ≤
xn+1

n!

∫ 1

0
f (n+1)(t)(1 − t)ndt

= xn+1Rn(1)

= xn+1

 f (1) −
n∑

k=0

f (k)(0)
k!


≤ xn+1 f (1),

这表明对x ∈ [0, 1), lim
n→∞

Rn(x) = 0, 故 f的Taylor级数在[0, 1)上收敛. 利用幂级数收敛域的对称性, 即知该

级数在(−1, 1)上收敛,也即 f在其上可展开为幂级数. □
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习习习题题题 4.3.9. 计算 f (x) =
∞∑

n=0

sin(2nx)
n!

在x = 0处的Taylor级数展开以及收敛域.

Solution. 计算可见

f (k)(x) =
∞∑

n=0

2nk sin
(
2nx + kπ

2

)
n!

对x ∈ R均成立（注意一致收敛性）,由此Taylor展开式中系数

ak =
f (k)(0)

k!
=

sin
(

kπ
2

)
k!

∞∑
n=0

(2k)n

n!
=

sin
(

kπ
2

)
k!

e2k
,

于是 f的Taylor级数为
∞∑

k=0

(−1)ke22k+1

(2k + 1)!
x2k+1. 此时考虑

∣∣∣∣∣a2k+3

a2k+1

∣∣∣∣∣ → +∞(k → ∞), 即知幂级数收敛半径为0, 也

即 f的收敛域仅含x = 0. □

习习习题题题 4.3.10. 计算 f (x) = ln2(1 + x)在x = 0处的Taylor级数展开以及收敛域.

Solution. 利用幂级数乘法直接得到

ln2(1 + x) =

 ∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn

  ∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn


=

∞∑
n=2

 n−1∑
k=1

(−1)k−1

k
·

(−1)n−k−1

n − k

 xn

= 2
∞∑

n=2

(−1)n

n

 n−1∑
k=1

1
k

 xn,

其在(−1, 1)上收敛. 由
n−1∑
k=1

1
k
= ln(n − 1) + γ + o(1)(n→ ∞)可知级数在x = 1时收敛（Leibniz判别法）,而

在x = −1时发散,故相应收敛域为(−1, 1]. □

补补补充充充习习习题题题 4.15. 计算 f (x) = ex sin x在x = 0处的Taylor级数展开以及收敛域.

[Hint]利用幂级数相乘的结果可知所得Taylor级数收敛域为R, 级数本身通过直接计算导数可以方便地

得到,答案为
∞∑

n=0

2
n
2 sin nπ

4

n!
xn.

习习习题题题 4.3.11. 计算 f (x) =
x sinα

1 − 2x cosα + x2在x = 0处的Taylor级数展开以及收敛域,其中α不为π的整数倍.

Solution. 考虑待定系数
x sinα

1 − 2x cosα + x2 =
∞∑

n=0
anxn, 两端乘上1 − 2x cosα + x2并按对应次幂项系数

相同可得

a0 = 0, a1 = sinα, · · · , an = sin(nα), · · · ,

也即 f的Taylor级数为
∞∑

n=0
xn sin(nα), 相应收敛半径为1, 注意α不为π的整数倍时sin(nα) ̸→ 0(n → ∞), 即

知所求收敛域为(−1, 1). □
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习习习题题题 4.3.12. 计算 f (x) = arcsin x在x = 0处的Taylor级数展开以及收敛域.

Solution. 考虑 f ′(x) =
1

√

1 − x2
,利用习题4.3.6的结果有

1
√

1 − x2
= 1 +

∞∑
n=1

(2n − 1)!!
(2n)!!

x2n

在(−1, 1)上收敛,再逐项积分即得

f (x) = arcsin x =
∞∑

n=1

(2n − 1)!!
(2n)!!(2n + 1)

x2n+1 = x +
x3

6
+ · · · .

另外,利用Wallis公式估计可知级数在x = ±1处收敛,故收敛域为[−1, 1]. □

补补补充充充习习习题题题 4.16. 计算 f (x) = arctan
2x

1 − x2在x = 0处的Taylor级数展开以及收敛域.

[Hint]利用 f ′(x) =
2

1 + x2进行展开. Taylor级数为2
∞∑

n=0

(−1)n

(2n + 1)
x2n+1,收敛域为(−1, 1).

习习习题题题 4.3.13. 计算 f (x) = xx在x = 1处的Taylor级数展开的前三项.

Solution. 考虑

f (x) = exp(x ln x)

= exp
(
(x − 1) +

1
2

(x − 1)2
−

1
6

(x − 1)3 + · · ·
)

= 1 +
[
(x − 1) +

1
2

(x − 1)2
−

1
6

(x − 1)3
]
+

1
2

[
(x − 1) +

1
2

(x − 1)2
]
+

1
6

(x − 1)3 + · · ·

= 1 + (x − 1) + (x − 1)2 +
1
2

(x − 1)3 + · · · .

接着由ln x的展开式可知上式在x ∈ (0, 2)上成立. □

[Remark]一般地, 若函数φ(y)在区间R上可展开为Taylor级数（按x = 0处）, 而函数y = f (x)在(−r, r)上

也可展开为Taylor级数,则复合函数φ( f (x))可在(−r, r)上展开为Taylor级数.

习习习题题题 4.3.14. [∗]计算 f (x) = sin(µ arcsin x)在x = 0处的Taylor级数展开以及收敛域,其中µ ∈ R为常数.

Solution. 计算有(1 − x2) f ′′(x) − x f ′(x) + µ2 f (x) = 0,应用Leibniz公式得到

(1 − x2) f (n+2)(x) − (2n + 1)xy(n+1)
− (n2

− µ2) f (n)(x) = 0,

于是 f (n+2)(0) = (n2
− µ2) f (n)(0)(∀n ∈N),特别 f (0) = 0, f ′(0) = µ,由此即得

f (x) = µx +
∞∑

n=2

µ(1 − µ2) · · · [(2n − 3)2
− µ2]

(2n − 1)!
x2n−1.

按sin（在R上可展开为Taylor级数）与arcsin（在(−1, 1)上可展开为Taylor级数, 见习题4.3.12）的复合

可见上式在(−1, 1)上收敛,而在x = ±1处,由Raabe判别法即知级数亦收敛,于是所求收敛域为[−1, 1]. □
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习习习题题题 4.3.15. [∗]计算 f (x) =
1

√

1 − 2tx + x2
在x = 0处的Taylor级数展开,其中0 < t < 1为常数.

Solution. 利用习题4.3.6的结果,其中注意
(2n − 1)!!

(2n)!!
=

(2n)!
22n(n!)2 ,可得

f (x) = 1 +
∞∑

n=1

(2n)!
22n(n!)2 (2tx − x2)n = 1 +

1
2

(2tx − x2) +
3
8

(2tx − x2)2 + · · · ,

上式在|2tx − x2
| < 1时收敛. 现在,上式中能产生xn的项为

(2n − 2k)!
22(n−k)[(n − k)!]2

(2tx − x2)n−k, k = 0, 1, · · · ,
[n

2

]
.

进而其中xn项的系数为

(2n − 2k)!(−1)k

22(n−k)[(n − k)!]2

 n − k

k

 (2t)n−2k =
(−1)k(2n − 2k)!

2n(n − k)!k!(n − 2k)!
tn−2k,

由此 f的Taylor级数为
∞∑

n=0
Pn(t)xn,其中

Pn(t) =
[ n

2 ]∑
k=0

(−1)k (2n − 2k)!
2n(n − k)!k!(n − 2k)!

tn−2k

为t的多项式. □

[Remark]此处的Pn(t)即Legendre多项式,其满足

Pn(t) =
1

2nn!
·

dn

dtn [(t2
− 1)n](∀n ∈N).

补补补充充充习习习题题题 4.17 (Bonnet递归公式). [∗] [∗]同上设Legendre多项式,证明：

(n + 1)Pn+1(t) = (2n + 1)tPn(t) − nPn−1(t), ∀n ∈N+.

[Hint]在习题4.3.15中对 f (x)求微分,相应对级数逐项求导.

习习习题题题 4.3.16. 计算 f (x) = ex2
的各阶导数.

Solution. 任取（充分小的）h > 0,考虑

e(x+h)2
− ex2

= ex2
(e2xh+h2

− 1) = ex2

 ∞∑
n=1

(2xh + h2)n

n!

 .
上式中hn的系数为

ex2

[
(2x)n

n!
+

n(n − 1)
n!

(2x)n−2 +
n(n − 1)(n − 2)(n − 3)

n!2!
(2x)n−4 + · · ·

]
,

其中2x的指数相继减2直到0或1,令上式乘n!即得 f (n)(x)的表达式. □
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补充习题

补补补充充充习习习题题题 4.18. 证明若正项级数
∞∑
n

an收敛,则
∞∑
n

a2
n亦收敛,但反之不然.

补补补充充充习习习题题题 4.19. [∗] [∗]考虑正项级数
∞∑
n

an,记其部分和序列为{Sn},余项序列为{Rn},证明：

1. (Abel-Dini)若
∞∑
n

an发散,则
∞∑
n

an

Sn
发散,但

∞∑
n

an

S1+α
n
收敛,其中α > 0为常数.

2. (Dini)若
∞∑
n

an收敛,则
∞∑
n

an

Rn−1
发散,但

∞∑
n

an

R1−α
n−1

收敛,其中0 < α < 1为常数.

[Hint]利用Cauchy收敛准则判断
∞∑
n

an

Sn
与
∞∑
n

an

Rn−1
的收敛性. 对

∞∑
n

an

S1+α
n

,关键是作估计

an

S1+α
n
=

Sn − Sn−1

S1+α
n

≤
Sn − Sn−1

ξ1+α
n

≤
1
α

(
1

Sαn−1

−
1
Sαn

)
,

其中ξn满足
Sn − Sn−1

ξ1+α
n

=

∫ Sn

Sn−1

dx
x1+α来自积分中值定理,而对

∞∑
n

an

R1−α
n−1

,类似估计

an

R1−α
n−1

=
Rn−1 − Rn

R1−α
n−1

≤
Rn−1 − Rn

ξ1−α
n

≤
1
α

(
Rα

n−1 − Rα
n

)
,

其中类似地, ξn满足
Rn−1 − Rn

ξ1+α
n

=

∫ Rn−1

Rn

dx
x1−α来自积分中值定理,接着应用比较判别法即可.

补补补充充充习习习题题题 4.20. [∗]设正项级数
∞∑

n=1

1
an
收敛,证明：级数

∞∑
n=1

n
a1 + · · · + an

亦收敛.

[Hint]不妨设{an}单调递增（否则作适当重排）,于是

a1 + · · · + a2n−1 ≥ an + · · · + a2n−1 ≥ nan,

记bn =
n

a1 + · · · + an
,估计得到b2n−1, b2n <

2
an

,由比较判别法即知命题成立.

补补补充充充习习习题题题 4.21. 讨论级数
∞∑
n

ln(n!)
nα
的敛散性,其中α ∈ R为参数.

[Hint]注意不等式n − 1 ≤ ln(n!) ≤ (n − 1) ln n. α > 2时级数收敛,否则级数发散.

补补补充充充习习习题题题 4.22. 设λn,n = 1, 2, · · ·依次为方程tan x = x从小到大的各正数解,判断级数
∞∑
n

1
λ2

n
的敛散性.

[Hint]注意对λn的取值范围作估计. 级数收敛.

补补补充充充习习习题题题 4.23. [∗]考虑改变调和级数
∞∑

n=1

1
n
中各项的符号（但不改变各项顺序）,使得p个正项和q个负项

交替出现,证明：所得级数收敛,当且仅当p = q.

[Hint] p , q时将级数每p + q项结合起来得到定号级数, p = q时结合相邻同号项并应用Leibniz判别法.
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补补补充充充习习习题题题 4.24. [∗]判断下列级数敛散性：

1.
∞∑
n

(−1)n nn

enn!
.

2.
∞∑
n

(−1)n (2n)!
4n(n!)2 .

[Hint]利用Sapagov定理（习题4.1.5）可判断两个级数通项绝对值均为无穷小量,再应用Leibniz判别法

即知两个级数均收敛. 对于通项绝对值,利用Stirling公式进行估计,可知两个级数均条件收敛.

补补补充充充习习习题题题 4.25. [∗] [∗]讨论级数
∞∑
n

(−1)n (p + 1) · · · (p + n)
n!nq 的敛散性,其中p, q ∈ R为参数, p不为负整数.

[Hint]与习题4.1.10类似进行估计. 级数在q > p + 1时绝对收敛, p < q ≤ p + 1时条件收敛, q ≤ p时发散.

补补补充充充习习习题题题 4.26. 判断级数
∞∑

n=1
(−1)n sin2 n

n
的敛散性.

[Hint]级数条件收敛.

补补补充充充习习习题题题 4.27. [∗]在以下条件下证明级数
∞∑
n

anbn收敛：

1. (Du Bois-Reymond)
∞∑
n

(an − an−1)绝对收敛,且
∞∑
n

bn收敛.

2. (Dedekind)
∞∑
n

(an − an−1)绝对收敛, lim
n→∞

an = 0,且
∞∑
n

bn的部分和序列有界.

[Hint]利用Cauchy收敛准则证明,其中需要用到Abel变换.

补补补充充充习习习题题题 4.28. 判断函数列 fn(x) = n√1 + xn在[0,+∞)上的敛散性.

[Hint]分0 ≤ x ≤ 1及x ≥ 1的情况讨论. 函数列一致收敛.

补补补充充充习习习题题题 4.29. [∗]证明：函数列 fn(x) = n2
(
e

1
nx − 1

)
sin

1
nx
在[1,∞)上一致收敛,在(0,+∞)上不一致收敛.

[Hint] lim
n→∞

fn(x) =
1
x2 . 注意 fn

(1
n

)
= n2(e − 1) sin 1即可证明函数列在(0,+∞)上不一致收敛. 关于函数列

在[1,+∞)上的一致收敛性,利用Taylor展开的Lagrange余项形式来估计| fn(x) − f (x)|.

补补补充充充习习习题题题 4.30. 判断级数
∞∑
n

2n sin
1

3nx
在(0,+∞)上的敛散性.

[Hint]易见级数处处绝对收敛,但级数通项并不一致趋于0,故级数不一致收敛.

补补补充充充习习习题题题 4.31. 判断级数
∞∑

n=1

nx
(1 + x) · · · (1 + nx)

在[0, δ]及[δ,+∞)(δ > 0)上的敛散性.

[Hint]和函数S(x) =

 0, x = 0,

1, x > 0.
级数在[0, δ]上不一致收敛,在[δ,+∞)上一致收敛.
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补补补充充充习习习题题题 4.32. 设 f (x)在
[
0,

1
2

]
上可微, f (0) = 0,且有

f ′(x) ≥ 0, x ∈
(
0,

1
2

)
,

证明：级数
∞∑
n

(−1)n f (xn)在
[
0,

1
2

]
上一致收敛.

[Hint]利用Dirichlet判别法.

补补补充充充习习习题题题 4.33. 考虑级数
∞∑
n

|x|
n2 + x2 ,讨论其收敛域及和函数的可微性.

[Hint]级数在R上收敛,且在除了x = 0处外均可微. 其中利用级数通项为偶函数可分左右区间讨论,逐项

求导并逐项取极限可得和函数在x = 0处的右导数
π2

6
, 左导数自然为其相反数−

π2

6
, 而该值不为0则表明

和函数在x = 0处导数不存在.

补补补充充充习习习题题题 4.34. [∗]证明：
∫ 1

0

dx
xx =

∞∑
n=0

1
nn .

[Hint]利用
1
xx = e−x ln x =

∞∑
n=0

(−x ln x)n

n!
在[0, 1]上一致收敛.

补补补充充充习习习题题题 4.35. 计算 f (x) =
(arcsin x

x

)2

在x = 0处的Taylor级数展开以及收敛域.

[Hint]计算导数得到Taylor级数的表达式 f (x) =
∞∑

n=0

22n+1(n!)2

(2n + 2)!
x2n,其中可仿照习题4.3.14使用Leibniz法则

简化计算.利用幂级数乘法的结论可知级数在(−1, 1)上收敛,最后得到收敛域为[−1, 1].

补补补充充充习习习题题题 4.36. 计算 f (x) =
∫ x

0

tdt
ln(1 + t)

的Taylor级数展开前四项.

[Hint]先对 f ′(x)展开再逐项积分,其中 f ′(t)的展开可应用习题4.3.7的结果.答案为

f (x) = x +
x2

4
−

x3

36
+

x4

96
+ · · · .

补补补充充充习习习题题题 4.37. [∗] [∗]证明函数项级数

x = sin x +
∞∑

n=1

(2n − 1)!!
(2n)!!(2n + 1)

sin2n+1 x

在
[
0,
π
2

]
上一致收敛,并计算

∞∑
n=1

1
(2n − 1)2 ,

∞∑
n=1

1
n2 ,以及

∞∑
n=1

(−1)n−1

n2 .

[Hint]利用习题4.3.12的结果.对所得等式两端在
[
0,
π
2

]
上积分可得

∞∑
n=1

1
(2n − 1)2 =

π2

8
. 最后分奇偶项计算

可以得到
∞∑

n=1

1
n2 =

π2

6
,
∞∑

n=1

(−1)n−1

n2 =
π2

12
.
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5 广义积分与含参变量的积分

5.1 广义积分及其审敛

习习习题题题 5.1.1. 设 f (x)在[a, b]上无界,广义积分
∫ b

a
f (x)dx收敛,该值是否为Riemann和的极限？

Solution. f (x)的Riemann和极限不存在. 否则,设极限为I,则对任意ε > 0,均存在δ > 0,使得[a, b]的

划分∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b满足|∆| < δ时,对任意介值的选取均有

I − ε <
n∑

i=1

f (ξi)∆xi < I + ε,

但由 f (x)无界,其至少在某个区间[xi−1, xi]上无界,取ξi ∈ [xi−1, xi]使得 f (ξi)充分大, 即有上式不成立,由此

矛盾. □

补补补充充充习习习题题题 5.1. 设 f (x)在(0, 1]上单调,且在x = 0处无界.证明：若广义积分
∫ 1

0
f (x)dx收敛,则有

lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

f
(

k
n

)
=

∫ 1

0
f (x)dx.

[Hint]注意由单调性得到不等式 ∫ k+1
n

k
n

f (x)dx ≤
1
n

f
(

k
n

)
≤

∫ k
n

k−1
n

f (x)dx,

其中不妨设 f (x)单调递减,接着累加并令n→∞即可.

习习习题题题 5.1.2. 设 f (x)在[a,+∞)(a ∈ R)上一致连续,且广义积分
∫ +∞

a
f (x)dx收敛,证明：

lim
x→+∞

f (x) = 0.

Proof. 否则, 若有 lim
x→+∞

f (x) , 0, 则存在ε0 > 0, 使得对任意A > a, 均存在x0 > A, 使得| f (x0)| > 2ε0.

由 f (x)的一致连续性,可取δ > 0,使得当x ∈ (x0, x0 + δ)时| f (x0) − f (x)| < ε0,由此

| f (x)| ≥ | f (x0)| − | f (x0) − f (x)| > ε0,

且 f (x)与 f (x0)同号. 于是有 ∣∣∣∣∣∣
∫ x0+δ

x0

f (x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≥ ε0δ.

注意上式右端为取定的正数,由Cauchy收敛准则即知广义积分
∫ +∞

a
f (x)dx发散,矛盾. □

补补补充充充习习习题题题 5.2. 设 f (x)在x→ +∞时有极限,且广义积分
∫ +∞

a
f (x)dx(a ∈ R)收敛,证明：

lim
x→+∞

f (x) = 0.

66



高等数学A（二） 5 广义积分与含参变量的积分

习习习题题题 5.1.3. 设 f (x)在[a,+∞)(a ∈ R)上单调,且广义积分
∫ +∞

a
f (x)dx收敛,证明：

lim
x→+∞

x f (x) = 0.

Proof. 不妨设 f (x)单调递减, 此时欲使广义积分收敛, 则必有 f (x)非负. 现由Cauchy收敛准则, 对任

意ε > 0,存在A > a,使得当x > A时有

0 ≤ x f (2x) ≤

∣∣∣∣∣∣
∫ 2x

x
f (x)dx

∣∣∣∣∣∣ < ε,
这即表明 lim

x→+∞
x f (x) = 0. □

补补补充充充习习习题题题 5.3. 设 f (x)在[a,+∞)(a ∈ R)上单调且非负,广义积分
∫ +∞

a
xp f (x)dx(p ≥ 0)收敛,证明：

lim
x→+∞

xp+1 f (x) = 0.

习习习题题题 5.1.4. 判断广义积分
∫ +∞

0

sin x
1 + e−x dx的敛散性.

Solution. 只需注意对任意k ∈N+,有∫ 2kπ+ π2

2kπ+ π4

sin x
1 + e−x dx ≥

√
2

2
·

1
2
·
π
4
=

√
2π

16
,

由Cauchy收敛准则即知广义积分发散. □

补补补充充充习习习题题题 5.4. 判断广义积分
∫ +∞

0

xdx
1 + x6 sin2 x

的敛散性.

[Hint]估计 ∫ kπ

(k−1)π

xdx
1 + x6 sin2 x

≤ kπ
∫ kπ

(k−1)π

dx
1 + (k − 1)6π6 sin2 x

≤ · · · = O∗
( 1

k2

)
, k→∞,

由
∞∑

k=1

1
k2 < +∞即知广义积分收敛.

习习习题题题 5.1.5. 讨论广义积分
∫ 1

0
| ln x|αdx的敛散性,其中α ∈ R为参数.

Solution. 当α = 0时积分自然收敛.

当α > 0时,瑕点为x = 0,此时由 lim
x→0+0

x
1
2 | ln x|α = 0可知广义积分收敛.

当α < 0时,瑕点为x = 1,此时由

| ln x|α = | ln[1 − (1 − x)]|α = O∗((1 − x)α), x→ 1 − 0,

即知广义积分在−1 < α < 0时收敛,否则广义积分发散. □
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补补补充充充习习习题题题 5.5. 判断广义积分
∫ π

0

dx
√

sin x
的敛散性.

[Hint]注意x = 0与x = π均为瑕点,需要分别估计量级. 广义积分收敛.

习习习题题题 5.1.6. 讨论广义积分
∫ +∞

2

(√
x + 1 −

√
x
)α

ln
2 + x
1 + x

dx的敛散性,其中α ∈ R为参数.

Solution. 只需注意 (√
x + 1 −

√
x
)α

ln
2 + x
1 + x

= O∗
( 1

x1+ α2

)
, x→ +∞,

即知广义积分在α > 0时收敛,否则广义积分发散. □

习习习题题题 5.1.7. 讨论广义积分
∫ +∞

1

ln cos 1
x

xα
dx的敛散性,其中α ∈ R为参数.

Solution. 考虑

ln cos
1
x
= ln

(
1 −

1
2x2 +O

( 1
x3

))
= −

1
2x2 +O

( 1
x3

)
, x→ +∞

由此可知
ln cos 1

x

xα
= O∗

( 1
x2+α

)
, x→ +∞,

故广义积分在α > −1时收敛,否则广义积分发散. □

补补补充充充习习习题题题 5.6. 判断广义积分
∫ +∞

0

[
ln

(
1 +

1
x

)
−

1
1 + x

]
dx的敛散性.

[Hint]广义积分收敛.

习习习题题题 5.1.8. 讨论广义积分
∫ 1

0
xp lnq 1

x
dx的敛散性,其中p, q ∈ R为参数.

Solution. x = 0与x = 1均为瑕点,为此拆分∫ 1

0
xp lnq 1

x
dx =

∫ 1
2

0
xp lnq 1

x
dx +

∫ 1

1
2

xp lnq 1
x

dx =: I1 + I2.

对I2,由xp lnq 1
x
= O∗((1 − x)q)(x→ 1 − 0)即知其在q > −1时收敛,否则I2发散.

下设q > −1,对I1如下讨论：当p < 0,或p = 0而q > 0时, x = 0为瑕点. 在p > −1时,任取µ > 0充分小,

使得p − µ > −1,由

lim
x→0+0

(
xp lnq 1

x

) / ( xp

xµ

)
= 0

即知I1收敛,特别地其在p > −1时均收敛. 当p ≤ −1时,考虑∫ 1
2

0
xp lnq 1

x
dx ≥

∫ 1
2

0
x−1 lnq 1

x
dx = +∞,

即知积分发散.

综上所述,广义积分在p, q > −1时收敛,否则广义积分发散. □
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习习习题题题 5.1.9. 讨论广义积分
∫ +∞

0

sin x
xα

dx的敛散性,其中α ∈ R为参数.

Solution. 当α ≤ 0时,对任意k ∈N+,均有∫ (2k+1)π

2kπ

sin x
xα

dx ≥ (2kπ)−α · 2 ≥ 2,

故由Cauchy收敛准则即知广义积分发散.

当0 < α ≤ 1时, x = 0不为瑕点,此时注意

∣∣∣∣∣∣
∫ A

0
sin xdx

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2对任意A > 0成立,
1
xα
在[0,+∞)上单调递减

趋于0,由Dirichlet判别法即知广义积分收敛. 接着考虑∫ +∞

1

| sin x|
xα

dx ≥
∫ +∞

0

sin2 x
xα

dx =
1
2

∫ +∞

1

dx
xα
−

1
2

∫ +∞

1

cos(2x)
xα

dx,

其中第一项发散,第二项收敛（类似使用Dirichlet判别法）,由此可知原广义积分条件收敛.

当α > 1时, x = 0为瑕点,为此拆分∫ +∞

0

sin x
xα

dx =
∫ 1

0

sin x
xα

dx +
∫ +∞

1

sin x
xα

dx =: I1 + I2.

其中对I1,由
sin x

xα
= O∗(x1−α)可知其在1 < α < 2时（绝对）收敛,否则I1发散. 对I2,注意

∣∣∣∣∣sin x
xα

∣∣∣∣∣ ≤ 1
xα
即知

其绝对收敛.

综上所述,原广义积分在0 < α ≤ 1时条件收敛,在1 < α < 2时绝对收敛,否则广义积分发散. □

补补补充充充习习习题题题 5.7. 讨论广义积分
∫ +∞

0

sin(x2)
xα

dx的敛散性,其中α ∈ R为参数.

[Hint]作代换t = x2后应用习题5.1.9的结果.广义积分在1 < α < 3时绝对收敛,在−1 < α ≤ 1时条件收敛,

否则广义积分发散.

习习习题题题 5.1.10. 讨论广义积分
∫ +∞

0

sin x
xα + sin x

dx的敛散性,其中α ∈ R为参数.

Solution. 当α ≤ 0时,对任意k ∈N+,均有∫ 2kπ+ π2

2kπ+ π4

sin x
xα + sin x

dx ≥
√

2
2
·

1
2
·
π
4
=

√
2π

16
,

由Cauchy收敛准则即知广义积分发散.

当α > 0时,考虑

sin x
xα + sin x

=
sin x
xα

1 + sin x
xα
=

sin x
xα
−

sin2 x
x2α +O

( 1
x3α

)
=

sin x
xα
−

1
2x2α +

cos(2x)
2x2α +O

( 1
x3α

)
, x→ +∞,

对各项分别分析,结合习题5.1.9的结果即知广义积分在
1
2
< α ≤ 1时条件收敛,在α > 1时绝对收敛,否则

广义积分发散. □
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习习习题题题 5.1.11. 计算广义积分
∫ 1

0
lnn xdx,其中n ∈N+为常数.

Solution. 由习题5.1.5可知该广义积分收敛. 记题述积分为In,则有

In = x lnn x
∣∣∣1
0+0
−

∫ 1

0
n lnn−1 xdx = −nIn−1,

于是归纳即知In = (−1)nn!. □

补补补充充充习习习题题题 5.8. 计算广义积分
∫ +∞

0

dx
coshn+1 x

,其中n ∈N+为常数.

[Hint]记题述积分为In,通过分部积分可以得到递推公式

In = (n − 1)In−2 − (n − 1)In,

也即In =
n − 1

n
In−2. 答案为

(n − 1)!!
n!!

I,其中n为偶数时I =
π
2

, n为奇数时I = 1.

习习习题题题 5.1.12 (Euler积分). 计算广义积分
∫ π

2

0
ln sin xdx.

Solution. 易见广义积分收敛. 记题述积分值为I,则有

I =
∫ π

4

0
(ln sin x + ln cos x)dx

=

∫ π
4

0
[ln sin(2x) − ln 2] dx =

1
2

I −
π ln 2

4
,

由此即知I = −
π ln 2

2
. □

补补补充充充习习习题题题 5.9. 计算广义积分
∫ +∞

0
e−ax cos(bx)dx,其中a, b ∈ R(a > 0)为常数.

[Hint]答案为
a

a2 + b2 .

习习习题题题 5.1.13 (Froullani积分). [∗]设 f (x)在[0,+∞)上连续, f (0) = A, lim
x→+∞

f (x) = B,对0 < a < b,计算积分∫ +∞

0

f (ax) − f (bx)
x

dx.

Solution. 取定0 < r < R,考虑∫ R

r

f (ax) − f (bx)
x

dx =
∫ br

ar

f (x)
x

dx −
∫ bR

aR

f (x)
x

dx

= f (ξr) ln
b
a
− f (ξR) ln

b
a
,

其中ξr ∈ (ar, br)与ξR ∈ (aR, bR)由积分第一中值定理得到,现在,令r→ 0 + 0及R→ +∞,即有所求积分值

为(A − B) ln
b
a

. □
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5.2 含参变量的广义积分及其审敛

习习习题题题 5.2.1. 设 f (x) ∈ C[0, 1],讨论函数F(t) =
∫ 1

0

t f (x)
x2 + t2 dx在t ∈ R上的连续性.

Solution. 容易看到
t f (x)

x2 + t2在任意t , 0, x ∈ [0, 1]处连续,故F(t)在t , 0处连续.

在t = 0处,考虑 ∫ t
1
3

0

t f (x)
x2 + t2 dx = f (ξ) arctan

t
1
3

t
→

π f (0)
2

, t→ 0 + 0,

其中ξ ∈ (0, t
1
3 )由积分第一中值定理得到,同时有∣∣∣∣∣∣

∫ 1

t
1
3

t f (x)
x2 + t2 dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ max
0≤x≤1

| f (x)|
t

t 2
3 + t2

→ 0, t→ 0 + 0.

于是 lim
t→0+0

F(t) =
π f (0)

2
,类似有 lim

t→0−0
F(t) = −

π f (0)
2

. 由此可知F(t)在t = 0处连续,当且仅当 f (0) = 0. □

补补补充充充习习习题题题 5.10. 计算极限lim
n→∞

∫ 1

0

dx

1 +
(
1 + x

n

)n .

[Hint]将
1
n
连续化为参变量计算.答案为ln

2e
1 + e

.

习习习题题题 5.2.2 (Poisson积分). [∗]计算
∫ π

0
ln

(
1 − 2a cos x + a2

)
dx,其中a ≥ 0为参数.

Solution. 记所求积分值为I(a),自然I(0) = 0. 在0 < a < 1时,求导得到

I′(a) =
∫ π

0

−2 cos x + 2a
1 − 2a cos x + a2 dx

=
π
a
−

1 − a2

a

∫ π

0

dx
1 − 2a cos x + a2

=
π
a
−

1 − a2

a(1 + a2)
·

π√
1 −

(
2a

1+a2

)2
= 0.

由此I(a) = 0, a ∈ [0, 1). 在a = 1处,计算有∫ π

0
ln (2 − 2 cos x) dx =

∫ π

0

(
2 ln 2 + 2 ln sin

x
2

)
dx = 2π ln 2 − 2π ln 2 = 0,

其中利用Euler积分的结果（习题5.1.12）. 在a > 1时,考虑

I(a) =
∫ π

0
ln

(
1 − 2a cos x + a2

)
dx

= 2π ln a +
∫ π

0
ln

(
1 −

2
a

cos x +
1
a2

)
dx = 2π ln a + I

(1
a

)
,

即知I(a) = 2π ln a, a ∈ [1,+∞). □

[Remark]注意上题中a = 1时积分为广义积分,不能直接交换积分与求导.
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补补补充充充习习习题题题 5.11. 计算
∫ π

2

0
ln

(
sin2 θ + x2 cos2 θ

)
dθ,其中x > 0为参数.

[Hint]考虑对x在积分号内求导计算后再积分. 答案为π ln
1 + x

2
.

习习习题题题 5.2.3. 计算
∫ 1

0

ln(1 + x)
1 + x2 dx.

Solution. 引入参变量a ∈ [0, 1],构造

I(a) =
∫ 1

0

ln(1 + ax)
1 + x2 dx.

自然I(0) = 0. 求导得到

I′(a) =
∫ 1

0

x
(1 + x2)(1 + ax)

dx =
1

1 + a2

[aπ
4
+

1
2

ln 2 − ln(1 + a)
]
.

由此有

I(1) = I(0) +
∫ 1

0
I′(a)da =

∫ 1

0

1
1 + a2

[aπ
4
+

1
2

ln 2 − ln(1 + a)
]

da

=
π ln 2

4
− I(1),

从而所求值为I(1) =
π ln 2

8
. □

习习习题题题 5.2.4. 计算
∫ π

2

0

1
cos x

ln
1 + a cos x
1 − a cos x

dx,其中|α| < 1为参数.

Solution. 记所求积分值为I(a),考虑

I(a) =
∫ π

2

0
dx

∫ a

−a

dy
1 + y cos x

=

∫ a

−a
dy

∫ π
2

0

dx
1 + y cos x

=

∫ a

−a

2√
1 − y2

arctan

√
1 − y
1 + y

dy

=

∫ a

0

2√
1 − y2

arctan

√
1 − y
1 + y

+ arctan

√
1 + y
1 − y

 dy

= π

∫ a

0

dy√
1 − y2

= π arcsin a.

即I(a) = π arcsin a. □

补补补充充充习习习题题题 5.12. 计算
∫ 1

0

xb
− xa

ln x
dx,其中a, b > 0为参数.

[Hint]考虑
xb
− xa

ln x
=

∫ b

a
xydy,由此利用交换积分次序来计算.也可作代换t = ln x,并利用Froullani积分

（习题5.1.13）的结果计算.答案为ln
b + 1
a + 1

.
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习习习题题题 5.2.5. 判断含参广义积分
∫ +∞

1
exp

− 1
y2

(
x −

1
y

)2 dx在y ∈ (0, 1)上的一致收敛性.

Solution. 对任意ε > 0,往证存在M > 1,使得
∫ +∞

M
exp

− 1
y2

(
x −

1
y

)2 dx < ε对任意y ∈ (0, 1)均成立：

为此考虑代换x −
1
y
= t,则有

∫ +∞

M
exp

− 1
y2

(
x −

1
y

)2 dx =
∫ +∞

M− 1
y

exp
(
−

t2

y2

)
dt.

当y充分小时,估计有∫ +∞

M− 1
y

exp
(
−

t2

y2

)
dt = y

∫ +∞

M− 1
y

exp
(
−

t2

y2

)
d
(

t
y

)
≤ y

∫ +∞

−∞

e−u2
du = y

√
π < ε,

也即只需0 < y <
ε
√
π

. 而在
ε
√
π
≤ y < 1时,取M > M0 +

√
π

ε
（待定M0）,则有

∫ +∞

M− 1
y

exp
(
−

t2

y2

)
dt ≤

∫ +∞

M0

exp
(
−

t2

y2

)
dt ≤ y

∫ +∞

M0

e−u2
du < ε,

其中取M0充分大即可. 综上即知原广义积分一致收敛. □

[Remark]此题给出一例,说明一致收敛的含参广义积分不一定可以由Weierstrass判别法审敛.

习习习题题题 5.2.6. 判断含参广义积分
∫ +∞

0

sin(ax)
x

dx在a ∈ [b0, b]与(0, b]上的一致收敛性,其中0 < b0 < b.

Solution. 在[b0, b]上,
1
x
→ 0(x→ +∞)与a无关,且对任意M > 0有∣∣∣∣∣∣

∫ M

1
sin(ax)dx

∣∣∣∣∣∣ = 1
a
| cos a − cos(aM)| ≤

2
a
,

由Dirichlet判别法即知广义积分一致收敛.

在(0, b]上,若广义积分一致收敛,则对任意ε > 0,应存在M > 0,使得

∣∣∣∣∣∣
∫ +∞

M

sin(ax)
x

dx

∣∣∣∣∣∣ < ε, a ∈ (0, b],

但考虑

lim
a→0

∣∣∣∣∣∣
∫ +∞

M

sin(ax)
x

dx

∣∣∣∣∣∣ = lim
a→0

∣∣∣∣∣∣
∫ +∞

Ma

sin t
t

dt

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∫ +∞

0

sin t
t

dt

∣∣∣∣∣∣ = π2 ,
这表明广义积分不一致收敛. □

[Remark]注意其中Dirichlet积分
∫ +∞

0

sin x
x

dx =
π
2

.

补补补充充充习习习题题题 5.13. 判断含参广义积分
∫ 1

0
xp−1 ln2 xdx在p ∈ [p0,+∞)(p0 > 0)与(0,+∞)上的一致收敛性.

[Hint]在[p0,+∞)上由Weierstrass判别法即知广义积分一致收敛. 在(0,+∞)上, 估计x = 0附近的积分值

可得广义积分不一致收敛.
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补补补充充充习习习题题题 5.14. 判断含参广义积分
∫ +∞

1

sin x
xα

dx在α ∈ [α0,+∞)(α0 > 0)与(0,+∞)上的一致收敛性.

[Hint]在[α0,+∞)上利用Dirichlet判别法即知广义积分一致收敛. 而在(0,+∞)上, 注意α = 0时广义积分

发散即知其不一致收敛.

[Remark]回忆习题4.2.9.

习习习题题题 5.2.7. 判断含参广义积分
∫ +∞

1

x sin(tx)
a2 + x2 dx在t ∈ (0,+∞)上的一致收敛性,其中a > 0为参数.

Solution. 往证广义积分不一致收敛：否则,考虑

sin tx
x
=

x sin(tx)
a2 + x2 ·

a2 + x2

x2 ,

注意

∣∣∣∣∣a2 + x2

x2

∣∣∣∣∣ ≤ 1+ a2,且
a2 + x2

x2 关于x单调,由Abel判别法可知
∫ +∞

1

sin tx
x

dx在t ∈ (0,+∞)上一致收敛,这

与习题5.2.6的结果矛盾. □

习习习题题题 5.2.8. 讨论函数F(α) =
∫ +∞

0

xdx
2 + xα

在(2,+∞)上的连续性.

Solution. 任取δ > 0,考虑α ∈ (2 + δ,+∞)时有∣∣∣∣ x
2 + xα

∣∣∣∣ ≤ 1
x1+ε , x ∈ [1,+∞),

由Weierstrass判别法可知
∫ +∞

1

xdx
2 + xα

在α ∈ (2 + δ,+∞)上一致收敛, 由此相应在(0,+∞)上的广义积分亦

一致收敛,于是F(α)在[2 + ε,+∞)上连续,进而在(2,+∞)上连续. □

[Remark]回忆习题4.2.12.

补补补充充充习习习题题题 5.15. 讨论函数F(α) =
∫ π

0

sin x
xα(π − x)α

dx在(0, 2)上的连续性.

[Hint]首先对函数进行处理,

F(α) = 2
∫ π

2

0

sin x
xα(π − x)α

dx = 2
∫ 1

0

sin x
xα(π − x)α

dx + 2
∫ π

2

1

sin x
xα(π − x)α

dx,

其中仅有第一项可能为广义积分. 利用Weierstrass判别法可知其内闭一致收敛, 进而即知F(α)在(0, 2)上

连续.

补补补充充充习习习题题题 5.16. 讨论函数F(α) =
∫ +∞

0

e−x

| sin x|α
dx在(0, 1)上的连续性.

[Hint]注意广义积分有无穷个瑕点,为此,首先对函数进行处理,

F(α) =
∞∑

n=0

∫ (n+1)π

nπ

e−x

| sin x|α
dx =

∞∑
n=0

e−nπ
∫ π

0

e−x

sinα x
dx =

1
1 − e−π

∫ π

0

e−x

sinα x
dx,

而后应用Weierstrass判别法可知其内闭一致收敛. F(α)在(0, 1)上连续.
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习习习题题题 5.2.9. 证明：函数F(a) =
∫ +∞

0

sin(ax)
x

dx在R \ {0}上可微,但不能在积分号内求导计算.

Solution. 直接计算得到F(a) =
π
2

sgn a,自然其在R \ {0}上可微.

而如果在积分号内求导,可见
∫ +∞

0

[
∂
∂a

(
sin(ax)

x

)]
dx =

∫ +∞

0
cos(ax)dx发散. □

习习习题题题 5.2.10. 证明函数

F(a) =
∫ +∞

0

1 − e−at

t
cos(bt)dt

在[0,+∞)上连续,在(0,+∞)上可微,并计算F(a),其中b , 0为参数.

Solution. 首先注意

lim
t→0+0

1 − e−at

t
cos(bt) = a,

故t = 0不为瑕点,被积函数在连续延拓的意义下为[0,+∞)2上的连续函数.

考虑

∫ +∞

1

cos(bt)
t

dt收敛（应用Dirichlet判别法）且与a无关,同时|1−e−at
| ≤ 2且1−e−at关于t单调,故

由Abel判别法即知
∫ +∞

1

1 − e−at

t
cos(bt)dt在a ∈ [0,+∞)上一致收敛,进而连续. 而

∫ 1

0

1 − e−at

t
cos(bt)dt为

常义积分,易见其关于a连续. 于是F(a)在[0,+∞)上连续.

接着被积函数对a求导得到e−at cos(bt),任取δ > 0,注意

|e−at cos(bt)| ≤ e−δt, t ∈ (0,+∞),

由Weierstrass判别法可知
∫ +∞

0
e−at cos(bt)dt在[δ,+∞)上一致收敛,进而即知F(a)在(0,+∞)上可微.

现在,计算有

F′(a) =
∫ +∞

0
e−at cos(bt)dt =

a
a2 + b2 ,

同时可见F(0) = 0,即得F(a) =
1
2

ln
a2 + b2

b2 . □

习习习题题题 5.2.11. 计算
∫ +∞

0

ln(a2 + x2)
b2 + x2 dx,其中a ≥ 0, b > 0为参数.

Solution. 当a = 0时,计算有∫ +∞

0

ln(a2 + x2)
b2 + x2 dx =

1
b

∫ +∞

0

ln(bt)2

1 + t2 dt

=
2 ln b

b

∫ +∞

0

dt
1 + t2 +

2
b

∫ +∞

0

ln t
1 + t2 dt =

π ln b
b

,

其中注意由对称性得到 ∫ +∞

0

ln t
1 + t2 dt =

∫ 1

0

ln t
1 + t2 dt +

∫ +∞

1

ln t
1 + t2 dt = 0.
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当a > 0时,记所求积分值为I(a),被积函数对a求导得到
2a

(a2 + x2)(b2 + x2)
,利用Weierstrass判别法可以

证明

∫ +∞

0

2adx
(a2 + x2)(b2 + x2)

在a ∈ (0,+∞)上内闭一致收敛,由此在积分号内求导计算有

I′(a) =
∫ +∞

0

2adx
(a2 + x2)(b2 + x2)

=
π

b(a + b)
,

于是I(a) =
π
b

ln(a + b) + C(b),其中C(b)为与b相关的常数. 特别计算有

I(b) =
∫ +∞

0

ln(b2 + x2)
b2 + x2 dx =

1
b

∫ π
2

0
ln

(
b2 sec2 θ

)
dθ =

π
b

ln(2b),

故C(b) = 0. 从而所求积分值为I(a) =
π
b

ln(a + b), a = 0时也成立. □

补补补充充充习习习题题题 5.17. 计算
∫ +∞

0
e−ax2

cos(bx)dx,其中a > 0, b ∈ R为参数.

[Hint]将积分值看作参数b的函数I(b). 利用Gauss积分（习题1.1.9）计算I(0)的值. 一般情况对b在积分号

内求导得到I(b)满足的微分方程,连同I(0)的值给出初值问题,求解即得.答案为
√
π

2
√

a
e−

b2
4a .

习习习题题题 5.2.12 (Laplace积分). [∗] [∗]计算
∫ +∞

0

cos ax
1 + x2 dx,其中a > 0为参数.

Solution. 考虑广义积分
∫ +∞

0

cos ax
1 + x2 e−δ(1+x2)dx, 原积分

∫ +∞

0

cos ax
1 + x2 dx收敛（应用Dirichlet判别法）

且与δ无关,而e−δ(1+x2)关于x单调有界,于是前述广义积分在δ ∈ [0,+∞)上一致收敛. 于是考虑

原式 = lim
δ→0+0

∫ +∞

0

cos ax
1 + x2 e−δ(1+x2)dx

= lim
δ→0+0

∫ +∞

0
cos ax

(∫ +∞

δ

e−y(1+x2)

)
dx

= lim
δ→0+0

∫ +∞

δ

e−ydy
∫ +∞

0
e−yx2

cos(ax)dx

=

∫ +∞

0
e−y
·

√
π

2
√

y
e−

a2
4y dy =

√
π

∫ +∞

0
exp

(
−

(
t2 +

a2

t2

))
dt =

πe−a

2
,

其中应用补充习题5.17以及补充习题5.30的结果,另外积分可交换次序验证如下：

由Weierstrass判别法可知广义积分∫ +∞

0
e−y(1+x2) cos(ax)dx,

∫ +∞

δ

e−y(1+x2) cos(ax)dy

分别关于y ∈ [δ,+∞)及x ∈ [0,+∞)一致收敛,而∫ +∞

0
dx

∫ +∞

δ

∣∣∣e−y(1+x2) cos(ax)
∣∣∣ dy ≤

∫ +∞

0
dx

∫ +∞

δ

e−y(1+x2)dy =
∫ +∞

0

e−δ(1+x2)

1 + x2 dx,

上式右端收敛. □
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习习习题题题 5.2.13 (Bohr-Mollerup定理). [∗]设定义在(0,+∞)上的函数 f (x)满足：

1. f (x) > 0(x > 0),且 f (1) = 1,

2. f (x + 1) = x f (x)(x > 0),

3. ln f (x)为(0,+∞)上的下凸函数.

证明： f (x) ≡ Γ(x),即以上三条性质完全刻画Gamma函数.

Proof. Γ(x)自然满足三条性质, 往证三条性质确定的函数唯一, 特别由第二条性质, 只需证明x ∈

(0, 1)上函数唯一：令φ(x) = ln f (x),则有

φ(x + 1) = φ(x) + ln x, x > 0,

且φ(1) = 0, φ(x)下凸. 现考虑x ∈ (0, 1),有

ln n = φ(n + 1) − φ(n) ≤
φ(n + 1 + x) − φ(n + 1)

x
≤ φ(n + 2) − φ(n + 1) = ln(n + 1).

将φ(n + 1 + x) = φ(x) + ln[x(x + 1) · · · (x + n)]代入上式得到

0 ≤ φ(x) − ln
(

n!nx

x(x + 1) · · · (x + n)

)
≤ x ln

(
1 +

1
n

)
.

令n→∞,即得

f (x) = lim
n→∞

n!nx

x(x + 1) · · · (x + n)
,

此即Γ(x)的Gauss无穷乘积展开. □

[Remark]上述Gamma函数的Gauss无穷乘积展开可如下证明：考虑代换t = ln
1
s
有

Γ(x) =
∫ +∞

0
tx−1e−tdt =

∫ 1

0

(
ln

1
s

)x−1

ds

=

∫ 1

0

[
lim
n→∞

n
(
1 − s

1
n

)]x−1

ds = lim
n→∞

∫ 1

0

[
n
(
1 − s

1
n

)]x−1
ds

= lim
n→∞

∫ 1

0
[n(1 − u)]x−1 nun−1du,

之后反复应用分部积分即可.

补补补充充充习习习题题题 5.18 (Legendre加倍公式). [∗]证明：Γ(2x) =
22x−1

√
π
Γ(x)Γ

(
x +

1
2

)
, x > 0.

[Hint]考虑令

f (x) =
2x−1

√
π
Γ
(x

2

)
Γ
(1 + x

2

)
,

验证 f (x)满足Bohr-Mollerup定理（习题5.2.13）的三条性质,则有 f (x) = Γ(x),再将x换为2x即可.
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习习习题题题 5.2.14. 讨论含参广义积分
∫ +∞

0

xm−1

1 + xn dx的敛散性,并应用Euler积分计算其值.

Solution. 记积分为I. 作代换xn = t得到

I =
1
n

∫ +∞

0

t
m
n −1

1 + t
dt.

估计被积函数在瑕点x = 0及x→ +∞的渐近性态即知广义积分在0 < m < n时收敛. 接着有

I =
1
n

B
(
1 −

m
n
,

m
n

)
=

1
n
Γ
(
1 −

m
n

)
Γ
(m

n

)
=

π
n sin mπ

n
,

其中利用Dirichlet公式以及余元公式. □

补补补充充充习习习题题题 5.19. [∗]讨论含参广义积分
∫ b

a

(x − a)m(b − x)n

(x + c)m+n+2 dt(0 < a < b, c > 0)的敛散性,并应用Euler积分

计算其值,其中m,n ∈N为参数.

[Hint]广义积分在m,n > −1时收敛. 而后变量代换计算得到

原式 =
1

b − a

∫ 1

0

tm(1 − t)n

(t + λ)m+n+2 dt

=
1

b − a

∫ 1

0

(
τ

1 + λ

)m (1 − τ
λ

)n dτ
λ(1 + λ)

=
1

(b − a)(1 + λ)m+1λn+1 B(m + 1,n + 1)

=
(b − a)m+n+1

(b + c)m+1(a + c)n+1 ·
m!n!

(m + n + 1)!
.

其中λ =
a + c
b − a

.

习习习题题题 5.2.15. 证明：Riemann zeta函数可表示为

ζ(s) =
∞∑

n=1

1
ns =

1
Γ(s)

∫ +∞

0

xs−1

ex − 1
dx, s > 1.

Proof. 考虑
1

ex − 1
=
∞∑

n=1
e−nx(x > 0),则对任意A > 0有

∫ A

0

xs−1

ex − 1
dx =

∫ A

0
xs−1

 ∞∑
n=1

e−nx

 dx.

对给定的s > 1,级数
∞∑

n=1
xs−1e−nx在x ∈ [0,+∞)上一致收敛,于是有

∫ A

0

xs−1

ex − 1
dx =

∞∑
n=1

∫ A

0
xs−1e−nxdx =

∞∑
n=1

1
ns

∫ nA

0
ts−1e−tdt.

该级数对A ∈ [0,+∞)一致收敛,于是令A→ +∞即得命题成立. □
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补充习题

补补补充充充习习习题题题 5.20. 设 f (x)在[a,+∞)(a > 1)上非负,广义积分
∫ +∞

a
f (x)dx收敛,证明：广义积分

∫
∞

a

√
f (x)
xp dx

亦收敛,其中p >
1
2
为常数.

[Hint]利用Cauchy-Schwarz不等式直接估计广义积分值为有限量.

补补补充充充习习习题题题 5.21. 判断广义积分
∫ +∞

0

dx
3
√

x2(x − 1)2
的敛散性.

[Hint]注意x = 0与x = 1均为瑕点,需要分段讨论. 广义积分收敛.

补补补充充充习习习题题题 5.22. 判断广义积分
∫ π

2

0
sin(sec x)dx的收敛性.

[Hint]作代换t = sec x,则广义积分化为 ∫ +∞

1

sin t

t
√

t2 − 1
dt,

注意t = 1为瑕点,需要分段讨论. 广义积分绝对收敛.

补补补充充充习习习题题题 5.23. 讨论广义积分
∫ +∞

0
xα sin(xβ)dx的敛散性,其中α, β ∈ R(β , 0)为参数.

[Hint] β = 1的情形直接应用习题5.1.9的结果,对一般情况,可作代换t = xβ将其归结到β = 1的情形. 广义

积分在−1 <
α + 1
β

< 0时绝对收敛,在0 ≤
α + 1
β

< 1时条件收敛,否则广义积分发散.

补补补充充充习习习题题题 5.24. 讨论广义积分
∫ +∞

0

cos(ax)
1 + xα

dx的敛散性,其中a, α ∈ R(α ≥ 0)为参数.

[Hint] a = 0时,广义积分在n > 1时（绝对）收敛,否则广义积分发散. a , 0时,广义积分在n > 1时绝对

收敛,在0 < n ≤ 1时条件收敛,否则广义积分发散.

补补补充充充习习习题题题 5.25. 计算广义积分
∫ π

2

0

(√
tan x +

√
cot x

)
dx.

[Hint]可作代换t =
√

tan x进行计算.答案为
√

2π.

补补补充充充习习习题题题 5.26. 证明： ∫ +∞

0
f
(
ax +

b
x

)
dx =

1
a

∫ +∞

0
f
(√

x2 + 4ab
)

dx,

其中a, b > 0为常数,且设等式两侧广义积分收敛.

[Hint]作代换t = ax −
b
x
即可.
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补补补充充充习习习题题题 5.27. [∗]设 f (x) ∈ C[a, b],令

F(x) =
∫ b

a
f (y)|x − y|dy,

计算F′′(x).

[Hint]首先计算一阶导数得到

F′(x) =


−

∫ b

a
f (y)dy, x ≤ a,∫ x

a
f (y)dy −

∫ b

x
f (y)dy, a < x < b,∫ b

a
f (y)dy, x ≥ b,

由此x ≤ a或x ≥ b时F′′(x) = 0, a < x < b时F′′(x) = 2 f (x).

补补补充充充习习习题题题 5.28. [∗] [∗]考虑椭圆积分

E(k) =
∫ π

2

0

√
1 − k2 sin2 φdφ,

证明：E(k)满足微分方程

E′′(k) +
1
k

E′(k) +
1

1 − k2 E(k) = 0.

补补补充充充习习习题题题 5.29. [∗] [∗]考虑Bessel函数

Jn(x) =
1
π

∫ π

0
cos(nφ − x sinφ)dφ,

其中n ∈N+, x ∈ R为参数,证明：Jn(x)满足Bessel方程

x2J′′n (x) + xJ′n(x) + (x2
− n2)Jn(x) = 0.

补补补充充充习习习题题题 5.30. 计算
∫ +∞

0
exp

(
−

(
x2 +

a2

x2

))
dx,其中a > 0为参数.

[Hint]可以对a在积分号内求导计算,也可以应用补充习题5.26的结果.答案为
√
π

2
e−2a.

补补补充充充习习习题题题 5.31. [∗]计算
∫ +∞

0

(
e−ax
− e−bx

x

)2

dx,其中a, b > 0为参数.

[Hint]将积分值看作a的函数I(a), 在积分号下求导并利用Froullani积分的结果（习题5.1.13）得到I′(a),

并计算I(b)的值即得.答案为2a ln
2a

a + b
+ 2b ln

2b
a + b

.

补补补充充充习习习题题题 5.32. [∗] [∗]设函数 f (x) ∈ C(R) ∩ L1(R),证明：

u(x, t) =
1

2a
√
πt

∫ +∞

−∞

f (ξ) exp
(
−

(ξ − x)2

4a2t

)
dξ

满足热方程

u′t − a2u′′xx = 0

以及初始条件 lim
t→0+0

u(x, t) = f (x).
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补补补充充充习习习题题题 5.33. [∗]设R3中的平面π : x + y + z = 1与三个坐标面围成四面体区域D,证明：$
D

xa−1yb−1zc−1dν =
Γ(a)Γ(b)Γ(c)

(a + b + c)Γ(a + b + c)
,

其中a, b, c > 0为常数.

补补补充充充习习习题题题 5.34. [∗]设D ⊂ R3为柱面S : x2 + y2 = ay与球面S2(a)(a > 0)所围区域,用Euler积分表示$
D

(√
a2 − x2 − y2

)p

dν,

其中p ≥ 0为常数.

[Hint]答案为
2ap+3

p + 3

(
π − B

(
2 +

p
2
,

1
2

))
.

补补补充充充习习习题题题 5.35. 计算
∫ +∞

0

x ln x
1 + x3 dx.

[Hint]首先考虑I(m) =
∫ +∞

0

xm

1 + x3 dx,由习题5.2.14可知其在−1 < m < 2时收敛,且

I(m) =
π

3 sin π(m+1)
3

.

接着证明I(m)可在积分号内对m求导（应用Weierstrass判别法）,题目所求即I′(1). 答案为
2π2

27
.

补补补充充充习习习题题题 5.36 (Raabe积分). [∗] [∗]计算
∫ 1

0
lnΓ(x)dx.

[Hint]对余元公式两端取对数并在[0, 1]上积分可得∫ 1

0
lnΓ(x)dx +

∫ 1

0
lnΓ(1 − x)dx = lnπ −

∫ 1

0
ln sin(πx)dx,

其中由变量代换可知左端两项相等,而右端第二项可由Euler积分（习题5.1.12）计算.答案为
1
2

ln(2π).
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6 Fourier分析

6.1 Fourier级数一般理论

习习习题题题 6.1.1. 设以2π为周期的函数 f (x)在[−π, π]上除了有限个点外均有直到k阶导数, f (k−1)(x)在[−π, π]上

处处连续, f (k)(x) ∈ L2[−π, π],记 f (x)相应有Fourier系数{an}, {bn},证明：

an = o
( 1

nk

)
, bn = o

( 1
nk

)
, n→∞.

Proof. 对k = 1的情形,记 f ′(x)的Fourier系数为{a′n}, {b′n},分部积分可见

a′0 = 0, a′n = nbn, b′n = −nan, n ∈N+.

由Parseval等式可知a′n = o(1), b′n = o(1)(n→ ∞),则有an = o
(1

n

)
, bn = o

(1
n

)
(n→ ∞). 归纳即知原命题对

任意k ∈N+成立. □

[Remark]也可以应用Riemann-Lebesgue引理.

补补补充充充习习习题题题 6.1. [∗]设以2π为周期的函数 f (x)满足Hölder条件,即存在常数α ∈ (0, 1]与L > 0,使得

| f (x) − f (x′)| ≤ L|x − x′|α, ∀x, x′ ∈ R,

记 f (x)相应有Fourier系数{an}, {bn},证明：

an = o
( 1

nα

)
, bn = o

( 1
nα

)
, n→∞.

[Hint]考虑an =
1

2π

∫ π

−π

(
f (x) − f

(
x +

π
n

))
cos(nx)dx,于是有估计

|an| ≤
1

2π

∫ π

−π

∣∣∣∣∣ f (x) − f
(
x +

π
n

)∣∣∣∣∣ · | cos(nx)|dx ≤ L
(
π
n

)α
,

对bn同理估计.

习习习题题题 6.1.2. 设以2π为周期的连续函数 f (x)在[−π, π]上除了有限个点外均可微,且 f ′(x) ∈ L2[−π, π],证明：

f (x)的Fourier级数绝对一致收敛到 f (x).

Proof. 自然 f (x)的Fourier级数收敛到 f (x),下面证明收敛的绝对一致性,为此考虑Weierstrass判别法,

只需证明
∞∑

n=1
an与

∞∑
n=1

bn绝对收敛,其中{an}, {bn}为 f (x)的Fourier系数.

与习题6.1.1同理可知, f ′(x)的Fourier系数{a′n}, {b′n}满足a′n = nbn, b′n = −nan,则估计有

|an| =

∣∣∣∣∣b′nn
∣∣∣∣∣ ≤ 1

2

(
b′2n +

1
n2

)
, n ∈N+,

其中由 f ′(x)相应的Parseval等式可知
∞∑

n=1
b′2n收敛,于是

∞∑
n=1
|an|收敛,同理可以得到

∞∑
n=1
|bn|收敛. □
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6.2 周期函数的Fourier级数展开及应用

习习习题题题 6.2.1. 计算 f (x) = cos(ax)在[−π, π]上的Fourier级数展开,并证明

π
sin(aπ)

=
1
a
+

∞∑
n=1

(−1)n 2a
a2 − n2 ,

其中a ∈ (0, 1)为常数.

Solution. 直接计算得到

cos(ax) ∼
sin(aπ)
π

1
a
+

∞∑
n=1

2a(−1)n

a2 − n2 cos(nx)

 ,
由 f (x) ∈ C∞[−π, π]可知其Fourier级数收敛到自身,特别取x = 0即得命题成立. □

习习习题题题 6.2.2. 计算函数 f (x) = x2在[−π, π]上的Fourier级数展开,并以此计算
∞∑

n=1

1
n2与

∞∑
n=1

1
n4 .

Solution. 首先计算x的Fourier级数展开得到

x ∼
∞∑

n=1

2(−1)n−1

n
sin(nx),

接着利用(x2)′ = 2x与习题6.1.1中的结果即得

x2
∼
π2

3
+

∞∑
n=1

4(−1)n

n2 cos(nx),

其中常数项由直接计算得到.

由 f (x) ∈ C∞[−π, π],故其Fourier级数收敛到自身,特别取x = π即得
∞∑

n=1

1
n2 =

π2

6
.

最后,考虑Parseval等式有
1
π

∫ π

−π

x4dx =
1
2

(
2π2

3

)2

+

∞∑
n=1

16
n4 ,

即得
∞∑

n=1

1
n4 =

π4

90
. □

补补补充充充习习习题题题 6.2. 计算函数 f (x) = x3在[−π, π]上的Fourier级数展开,并以此计算
∞∑

n=1

1
n6 .

[Hint]注意x3本身无法延拓为R上的连续函数,为此需要考虑x3 = (x3
− π2x) + π2x,第一项可以连续延拓,

进而可利用与习题6.2.2类似的方法通过导数计算Fourier级数展开,第二项的展开是熟知的.级数展开为

x3
∼

∞∑
n=1

[
2π2(−1)n−1

n
+

12(−1)n

n3

]
sin(nx).

之后应用Parseval等式以及习题6.2.2中的结果即得
∞∑

n=1

1
n6 =

π6

945
.
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补充习题

补补补充充充习习习题题题 6.3. [∗]设数列{bn}单调收敛于0,且设函数

f (x) =
∞∑

n=1

bn sin(nx) ∈ R[−π, π],

证明：
∞∑

n=1
bn sin(nx)即是 f (x)的Fourier级数.

[Hint]只需计算Fourier系数{bn},注意考虑x = 0为瑕点的情况,此时相应积分为广义积分,积分与求和的

交换性依赖于一致收敛性.

补补补充充充习习习题题题 6.4. 计算下列函数的Fourier级数展开：

1. f (x) = sec x, x ∈ [−π, π].

2. f (x) = | sin x|, x ∈ [−π, π].

3. f (x) = ex, x ∈ [−π, π].

[Hint]答案如下：

1. sec x ∼
∞∑

n=1

4
(2n − 1)π

sin[(2n − 1)x].

2. | sin x| ∼
2
π
+
∞∑

n=1

4
(1 − 4n2)π

cos(2nx).

3. ex
∼

sinhπ
π

[
1 +

∞∑
n=1

2(−1)n

1 + n2 (cos(nx) − n sin(nx))
]
.

补补补充充充习习习题题题 6.5. [∗] [∗]证明：

π =

∫ π

0

sin x
x

dx +
∞∑

n=1

(−1)n
∫ π

0

2x sin x
x2 − n2π2 dx,

进而得到

∫ +∞

−∞

sin x
x

dx = π.

[Hint]对x ∈ (0, π),令a =
x
π
代入习题6.2.1的结果可以得到

1 =
sin x

x
+

∞∑
n=1

(−1)n 2x sin x
x2 − n2π2 ,

检查一致收敛性后对上式在[0, π]上积分即得.为计算
∫ +∞

−∞

sin x
x

dx,只需按长为π的区间逐段划分R,再由

换元将积分区域一律调整到[0, π]上即得.
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